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1. J. Liouvilit, $ur le thiorhme de€ fonoiions cowpldmtntaira, I 

1. 

Memoire sur le theor^me des fonctions complementaires. 

. (Far Mr» Joseph tdouvillt V Farif.) 



1. 

JU^jA dans un pr^dent memoire » je me au» occup^ trds en detail äen 
fonctions compUmentaireSy c'eat^a-dire de ces quantit^ qu'il laut ajou* 
ter aux yaleurs des diflPerentienes A indioes quelcooques ^ pour les com- 
pletter et lea r^idre anasi g^n^ralea qu'ellea peuvent l'etre; et je auia par- 
venu h en d^terminer la forme et la natura ^ en m'appajant aur lea pro« 
priet^ aingulidrea dea fonctiona exponentieUea A expoaanta infiniment pe- 
tita*)« Je ne eroia paa qu'on piiiaae Clever d'objection aolide oontre Tana« 
lyae dont j'ai fait usage; ni qu*on doive eap^rer de d^courrir dana la 
queation pr^ente un principe plua f^cond ou plua appropri^ au aujet; maia 
comrae la diyersit^ dea m^thodea contribue beaucoup A ^aircir lea poinfa 
difBcilea, et qiie le tfa^rdme dea fonctiona compl^mentairea eat aana con- 
tredit le plua important que Ton rencontre dana le nouveau ealcul^ je 
penae faire plaiair A quelquea lecteura en j revenant encore^ et en en d^ 
duiaant la d^monatration de conaid^rationa nouTelleai trea diffi^rentea de 
eellea qui m'ont guid^ en premier lieu. 

2. 

La tb^orie dea fonctiona complämentaifea eat liee d'une mani^re 

inaeparable u la tb^rie dea fonctiona dont lea deriveea peuvent ß(re priaea 

^galea A z^ro et qui diaparaiaaent en cona^quence par lea düFerenciationa« 

Cette y^t^ eat d'abord aenaible dana le calcul ordinaire^ car ai Ton de- 

aigne par n un nombre entier ^0^ on aait que la fonction complemeu- 

taire %//^ relative a Tintegrale de Tordre n ou A la döriv^ de Tordre — n^ 

ieat de la forme: 

%// = J3 + Bx + Car^ + . . . . + Kx'^^ 

d" %U 

d'ou Ton condut en diffiSrenoiant : ^^ = 0« Ainai la Ibnction compl^men- 
taire, relative A la d^riv^ de Tordre — n, n'eat autre cboae que la fonc- 



•) Vojca le XXP"** cahier du Journal de PEcoU pofytechnique. 
Crelk*» Jovniii d. M. Bd.Xl. Hft. 1. 1 
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tioo yp qui satiafait ä T^quatioot 

ov Celle qiii s'^ranooit apr^s ane diffi^renciation de l'ordre ir«. Gelte pro« 
pri^te des fonctions compl^meutaires n'est pa» boro^ au oas ou le nom« 
bre n est entier positif , et n'est pas seulemeot ud tb^reme qu*on doive 
T^rifier a posteriori^ ainsi que nons venons de le faire sur cet exemple: 
o^est tine v^rit^ primordiale presque Evidente ^ qui s'applique a toutes les 
diffi^rentiellesy quelque seit l'indice fi de difl(^renciation# 

Pour le montrer^ suppösons que fi seit une quantit^ quelconque» 
fractionDaire ou noD| positive ou n^gative^ r^Ue oa imagiDaire ; d^igoona 
par y une fonction de x, et par \(/ la fonction compMmentaire relative h 

rindiee fi, eo sorte que si ij^j repr^nte une valeur partiooliere de -^^ , 

b valeur ^n^ale pnisse s'en d<Mmre tout de suite en ajoutant le com« 
pl^ment %p. Ou aura d'apres cela: 

dxM \dxM/ ~ ^ 

Renversant actuellement les Operations qui ont 4te n^cessaires pour di£P<^ 
rencier, o'est-^a-dire iot^granf par rapport au meme indice fCy on devra 
retrouver y dans les deux memlM'es de T^quation qui ont la mSme g^n^ 

raUt^ : or le premier membre j-^ redonne ^videmment y^ et le second 
y ^J 4^dx^s et comme ces deux r&ultats doivent ötre ^gaux^ on en condut : 



/ 



''rl.dx^ » ou: ^ « 0^ 



dar-f^ 

ee qo'il falbut demontrer et ce quf ^tabfit le tb^rSoie suivant: La diri- 
vi0 ä indice ft d^une fonction de x a pour fonction eompUmentaire la 
fuantit^ ^ dontla d^rivie ä indice "-^/m peut itre prise 4gale ä z^ro. 

Pour d^terminer g^n^ralement la forme des fonetioDS compl^men« 
foires^ 3 sufißt donc de cherdier les fonctions que la diflP(^rendation peut 
Cure disparaitre^ ou, ce qui revient au memoi. il suffit de <Aercber riqt^ 
grale de r^quatwn: *^ ^ 

fk ^tant une quantit^ donn^e quelconque« 

3^ 
Mais cette recbercbe doit €tre pr^d^e de quelques pr^iiminaires 
ou nous pr^enterons d'une maniere plus oonoise el plus ^l^gante que 
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noii8 ne Tavons fait jusqu'id^ la formule qui sert ä diffi^rencier ä iodices 
qudoonques las puissaaces de x^ 

Soieot n et II deux fräctions^ h volonte positives ou n^atiresy 

r^lles Ott imaginaires« H est Evident que — repr^sentefa une puissaiioe 

quelconque de ^^ car Boas n'excluons pas les valeurs enfi^Fes de n. Geh 
pos^^ le Probleme prdliminaire que nous derons r^oudre ooDsiste il^ cal« 
culer la d^riv^e: 



St nous supposons d'abord que /i et /z 4* /^ soieot des nombres r^s 
positi&y ou du moins des nombres imagioaires dont la partie r^e smt 
positnre^ la question dont je parle ne pr^nte aucune difficolt^ En effet 
oa a^ en supposant, pour £xer les id^es^ x^Oz 

x^ T{n) ^ 

T(n) itdiSkt^ oonform^ment a la notation de M. Legendre^ Tint^grale eu- 
l^rienne de seconde esp^ce: 

et on en conolut rans peinei 

Mais si Tun des deux nombres n^ n^fi est <COy cette formule 
parait d'abord inadmissible ai cause des quaotit^ infinies qui s'j trouvent 
renferm^f Pour faire disparaitre ces quantit^ infinies«» nous avons eu 
recours aiUeurs A des considerations assez d^licates qui supposent le tli^o- 
r^me des fouctious complementaires« Comme notre objet präsent est au 
contraire d'arrirer a une d^monstration nouvelle de ce th^oreme fonda- 

meutal, en nous appuyant sur les propri^t^ de la diff!^rentielle df^'-^f on 

voit que nous derons renverser Tordre suivi dans notre premier m^moire^ 
et douner, pour calculer cette differentielle^ un moyen direct| ind^pendant 
de la notion des fonetions complementaires. Or ce qui est trSs remar- 
quable^ c*est que non seulement la chose est possible^ mais qu'elle est fort 
simple^ en sorte qu'en suivant oette id^, nous avons d^couvert^ pour ar« 
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mor au but cberch^^ savoir k la yaleur de d/'—^f une route pr^f^rable a 

tollte autre^ meme abstraction fwte des motift qui nous forcent A l'adop-^ 
ter ici. Le r^ultat auquer cette voie noos m^nef et qut se d^uirait 
Clement de nos reehercbes aot^rieuresy oonsiste en ee qne la formule 
(^•) est la formale g^ni^rale pour la diflP<^renciation des pttissances^ en at« 
tadiant ä la lettre V une signification qui va etre expliqu^*. 

4. 

Dans le XXP"*'' oahier du Journal de tEcole polytechniyue^ nous 

avons donn^ les mojens de ealculer if^— dans toua les cas possibles; 

sc 

mais nous avons n^glig^ d'avertir qiie la formule {j4.) peut ^e regard^ 
eoDime en renfermeut la Solution g^n^rale, pourvu que Ton altere nn pen 
le sens natural du signe F^ eonform^ent aux remarques faites par M. 
Legendre*)^ lorsqu'il a eonsid^^ les expressions T(n)p en supposant n 
uu nombre n^gatif» 

II parait n^cessaire d'entrer dans quelques d^tails & ce sujet, afin 
de fixer bicn nettement le sttis precis que nous attaoherena d^ormais 
au signe F. 

D'apr^ r^iation conventionneUe : 

qui a servi ik la d^finition de oes transcendantcs^ on nnt qae T(n) est 
une quantit^ finie ^0 tant que n est positif^ et que.: 

r(o) «/".-»^ « oc. 

Si Ton donnait aotuellement u n des valeurs ndgatives^ il est Evident que 
les valeurs correspondantes de T(n) seraient toutes infinies. Pour eviter 
oet inooDT^nient qui oblig^rait ä renonoer a Temploi des fonotions r(/i) 
pour des valeurs de n <C0| on cbange la d^finition pr^dente^ ou du moius 
on ne la conserve que pour n^O^ et lorsque n est nul ou n^gatif^ on 
ealoule la valeur de F (/?) au moyen de 1 ^uation g^n^Ie : 

que Ton ^fablit tout de suite quand n est positif, et que Ton dtend par 
une Convention permise ik des valeura quelconques db ii«. 

^) Dans ses ex^rrUs de cäidul iniigraL 
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Mais pour reudre plus sensibles i Tesprit oes conTentions qui ser- 
vent lü d^finir les fonotibns T^ nous dirons que: 
I^ Quand n est positifi on a: 

Cette raleur ne peut jamais ^e nl iinlle ni iDfinie;. 

2^. Quand n est z6to oo est compris entre et ~-ly on a: 

r(/i) = -/V.9^.rfe. 

Ainsi r(0)s=ooj mais pour toutes les valeurs de n oomprises entre rt 
— 1^ T(n) ne peut ctre ni z^ro ni Tinfini. 

3^ Quand n est ^gal ä — 1 ou eompris «itre -—1 et —2^ on a: 

ce qui donne r(/2)a=3 — oo pour nss, — j, et soulement pour 72=: — 1: 
il n'y a d'ailleurs entre — 1 et — 2 auoune Taleur de n teile que Ton 

ait r(/^)=o. 

4^ Quand n est ^gal a — 2 ou e?t compris entre — 2 et —3, 

Taleur qui n'est jamais noUe^ mais qui devieut infinie pour /i =3 — 2. 
Et aiosi de suite pour les autres valeurs de n. 

Ce quo nous yenons de dire suilit pour ^tablir d'une maniere pr^ 
eise le sens du signe T(p), lorsque n est un nombre r^el: si n 6UAt 
imaginaire et ^=^p'h9^ — ^f wous avoos u peine bcsoin d'ajouter que 
toul oe qui vient d'etre expliqu^ relativement A n, devrait s'entendre, mn- 
tatis mutandisy de la partie reelle p, en sorte que:^ 

P« Si /> est positif^ on a: 

expression qui n-est jamais infinie.^ 

11 est bon d'observer id^ paroeque cette remarque nous sera utile 
pkis bas^ qu'il n'y a pas de valeurs de /» et de ^ qui puissent rendre nulle 
cette expressiou de r(;i + yir — 1); et en effet il est clair quon a: 

quelle que seit Tind^ermin^e x supposee >»0: donc on aurait pour ces momes 
valeurs de p et j lequation : 
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f\-^ .d^-'-^^-^^da = 0, 

et parceque x est quelconque, eette derni^ ne poarrait sufasister qu'au« 
tant que Von aurait: 

depiut «=0 jusqu'a « = 00,08 qiii est absurde« 

2^. Si /» est 2&t0f ou si p est oompris entre et — 19 on a: 

valeur qui ne peut jamais 4tre ni nulle ni tofiniey pnisqiie q est diflPdrent 
de z&ro« 

3^ Si /! = — 1, ou est Goroprls entre «--1 et — 2, on a cette 
Taleur qui ne peut jamais 4tre non plus ni nuUe ni infinie: 

et ainsi de suiteu 

De ces d^fioitions on deduirait toutes les propri^t^ des fonctions 
r, mais oette recherche ^tant ^trangere au sujet de notre m^moire^ nous 
reuTerrons sur ce point ^ Touvrage de Mr. Legendre. Nous nous bor- 
nerons u en tirw eette eonclusion importante que T^quation T(ji) =0 

est impossible, et que toutes les racines de i'^quation: ^ — x =^0, sont /2=0y 

jiss — 19 nz=z^^2y «••• c'est^a^dire z^ on un nombre entier n^gatif^ 
pounru toutefois que ce nombre ne soit pas infini« Cest lä un corollaire 
tellement simple de ce qu'on Tient de Kre qu'fll serait superflu de nous 
j arrdter. 

Ce qui pr^oede une fois enteudu, je dis que la formule (A.) est 
rraiOy quds que soient n et n-^-fi^ pourTu qu*on attribue au signe F la 
ngdfication dont nous renons de convenir« 

En effet cette formule est deja d^montr^ pour les raleors de n 
et n-f fi plus grandes que z^roy «t nous allons iaire Toir: 

1^ Qu'elle est enoore vraie lorsque ^ + M devient n^tif, n restant 
positif. 

2^. Qu'elle subsiste egätement lorsque n devient n^gatif, quelque 
soit n-^iA. 

En etablissant ces deux proposttlons , j*aurju d^montr^ que la for- 
mule (^A.) est exacte dans tous les cas ou Ton attribue ä Texposant n et 
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u rindioe /a des yaleurs r^IIea: niais quaod mSine oes nombres devien* 
draient de la forme /» -f" 7 /**^ ^ y ^^ n^exigerait pas de comid^ratioM 
speciales, puisquil sufßrait de raisoDoer sur la partie r^Ile p de ces quac* 
tit^i comme dous allons raisooner sur elles-memesy en les supposant r^Ues« 

Le premier cas h examtner est celui ou^ n restant positif, ^+i^ 
devient D^gatif« Soit donc /i + ft<[0 et^ pour fixer les id^es, }> — 1^ 
c'est-il-dire soit n-^-fi compris entre et — 1: on aura ^ + f^+1^0| 
et par cons^uent: i 

dxf*-^"^ r («) . x^H-^ • 

d'ou Ton conclut en int^grant iine fois: 

_^ _ (-i)A^r(;i+^4-i) 

Bfais d'aprds nos conrentioiis : 
On a donc bient 

^ ^ (-lV^r(n+/i) 

conform^ment k la formule (^O et malgr^ la valeur negative de /z -|-/c« 
Supposons eosuite que /2-|*M ^^^^ entre — 1 et —^2: donc /i-f-zt-f-l 
sera entre et — 1| et d'apres ce qui yient d'etre prouv^^ on aura: 

d'ou Ton tirera^ comme tout ik Theure^ par Tint^gration , une valeur de 
df^-^y conforme & celle que la formule (^«) foumirait« 

On s'^levera de la meme maniere au cas ou is-f^i^ serait entre 

2 et — 3^ ou entre — 3 et — 4r».r et ainsi de suite; en sorte que 

la formule (^i.) peut etre consid^ree comme bien ^tablie^ quelque soit 
/i-|-/^9 pounru que n soit >>0« 

Maintenant si n devient n^gatif^ supposons cet exposant renferm^ 

entre les limites et -- 1 1 donc n -f* 1 sera entre et 1, et Ton aura : 

1 



d/- 



a:-^ _ (_lVr(/i+f*+l) 



dx^ **^ r(/i+l)x"+/'+' ^ 
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d'oi^ Von d^uiti en iut^grant une f<Hs: 

X- __ (^i)^iir(>t-f/»H-t) 

cft paroeqae« d'aprds nos Conventions, on froure: 

(n+/.)r(«+i) ^ r(ii) * 

& BOUB Tiendra d^finitiremait : 

da:f r(ii)Ä^/« • 

comme la formule (A.) le donnerait« 

Ed eontinuant aiosi, fl est ^ident qu'on proiivera l'exactitude de 
oette formule pour des yaleun de n eonq^mes mitte — 1 et — 2^ ou 
entre —2 et — 3^ ••«•^ o'est^ä^dire pour des valeurs qudconques de 
iii oe qu'il fidlait faire» Dooc, en adoptant nos conrentioiKs relatives au 
signer^ las düGSrentieUes des puissances se trouyent par la formule generale 
{ji.). Touteftiis oette formule prend un numerateur infim et oesse de 
pouvoir etre emjiloyee^ lorsqiie n-^fisszO^ ou lorsque /2 + f^ est un nom- 
bre eutier n^gatif — r^ saus que la m6me ehose ait lieu pour n^ oe qui 
tieiit ^ oe que daiis oe oas la d^riv^ dont on eherohe la valeur^ oesse 

d*Mre une Ibnodon alg^brique de x^ Vjovat oaloular ^^pst on obserre 

•lors que T^ation; 

dP-* — 

1 1 s: 

qui est une oons^quence rigoureuse de nos prindpes*}» donne^ quand on 
prend la d^riv^e i\ iudice fi des deiix membresi et qu'cm fSsit en outre 
n+fJL s=s— r: 

° a?»» 1 fr^^dx^ 

d^ (— l)T(ii)V w ' 

par ou Ton voit que^ dans le oas particulier ou A-f*M ^ ^&^ ^ 2^>^ <hi 
4 un nombre entier n^gatif^ la valeur de d^— ne dopend que des int^ 

gralcs ordim^res de — • Mais ee cas particulieri d'ailleurs tres facUe a 



^} PourTu qae n ne soit ni t£ro id «n entlar n^galif ; mais ti n «t n^fi etaienf 
tous deax nul» ou entien n^galifs, i« fonnale (^0 &• serait ploa en debaU 
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traiter directeinenty n'empddie pas plus la formule (J.) d'^re k formule 
g^n^rale propre ä la questioo pr&ente que la drooostanoe ^uivalente 
n'emptehe la formule: 



/ 



oTd:,^ ^'" 



J^Tfl 



d'Stre la formule g^u^rale pour rint^gratioo des puissaiieea dans le calcul 
integral brdioaire« 

Cette meme formule (J.) qitf doone les valeuni de cf^— va nous 

faire oonniatre directement la forme des fonotions compl^mentaires ; ear 
nous avons dit que la recherohe de oes fonoHons dopend de la recherche 
des quantit^ dont la diffi^rentielle peut etre prise egale & a^ro^ en sorte 
que toute la difGoult^ du probl^me est de trourer Tkit^grale g^n&ale 
de l^quatioo; 

d^ — ^^ 
ee iü quo! la formule (ji.) permet d'arrirer, 

Pour le faire yoiVi je commence par exdure le cas ou fi seratt un 
nombre eotier positif ou n^gatif ^ lequel est connu par les ^l^ments : ainsi 
fi est une firaction reelle ou une quantit^ imaginaire» Gela pos^^ je d^ve« 

foppe k fonction ^ en une s^rie de U forme 2-^ , e'est-d-direen s^ie 

proc^dant suirant les puissances quelconques de x^ et j'en oonclua: 

Cette valeur devaut etre nulle quel que seit x, on eu tire^ en ^galant ii 
as^ro les coefBoients de ohaque puissance de x^ T^quation suivante: 

r(«) ~^; 

ä laquelle les exposaats n doivent satbfaire^ en sorte qu'efle servira A 
d^terminer ces nombres« Mais comme on sait qu'il n'y a pas de valeur 
da n qui piiisse rendre F (^ -f* /k) = 0, cette ^quation se r^duit ä < 

^gaUt^ satisfaite par les seules racines n zatO^ «cs—l^ jis= — 2^ 
/i SS — 3 ^ • • • • et en g4n^rd ii s= un nombre entier n^gatif quelconque, 
non iDfioi» De plus^ par hypothSse fi n'etant pas entier, U est dair que 
72 + /Lt ne pourrait Ttoe que si n ^ait une firaction» Dono les raleurs qui 
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10 1* /* LiQUVille, sur /< tküwkm^ d9S /otwiion» compi^n/i^ntaires. 

tendent yttt^bzO, doimeot pour r(#i-f-^) une Taleur finie et satisfoiit u: 

oe qui pourrait ne pas arriver si ft 4(tak un Qombre entier *)• 

Aiouy ea exduant oe cat bien oonnu, od peut (aire /i =2 0^ /i =? — f ^ 
^ =s — 3) • • • • n = — Wy m d^ignant un nombre entier queloonque ^0; 
et il en r^ulte: 

j^Qy j4^y j4^y .... A^ etant des constautes arbitraires« 

Dono les foncfions dont les diflTerentielles d indicea qudlconques 
peiurent etM prises ^galea si z^ro sont Ua fonctions alg^briqiiea entieres« 
ÜODC au8al les fonctions compl^mentaires de ces difierentiieUeft sont des 
fonctions alg^briques entieres^ d'un degro ind^termine et si coeOioients 
arbitraires : ce qui est pr^cisement le th^reme fondamental que nous avous 
Stabil ailleurs par le secours des fonctions exponentieHes 11 exposants in- 
Bniment petits« 

La m^thode noiivelle dont nous venous de faire usage pour d^ 
montrer le meme tbeoreme est fondi^e sur lo d^yeloppement des fonctions 
en s^ries ordonn^es suivant les puissances de la variable independante. 
Elle nous parait inf^rieiire tu celle de notre premier memoire et pourrait 
donner lieu k quelques observations que noua stippriinons pour abr^ger; 
eile est surtout moins directe et^ si Ton peut s'exprimer ainsi^ moins tiree 
des entraiiles du sujet. Toutefois eile n'est pas a dedaigner. Le rappro- 
ohement des principes divers qui mienent ^ la mßme conclusion est sur-* 
tout n^cessaire quand il s'agit de questions^ primordiales. 



^) Si ^ etait un nombre entier positif, le quotieot qu*on obliendrail ea diviMnt 
r(n + ^) par !'(«)» serait n{n'\-\)....{n'\'U — 1); et en l'^galant a zero, oo trou- 
verait n = 0, 7t = — l....w = — {^ — 1): $i au contraire /t etait un nombre entier 
negatif — r, on ferait /i-|.jit = fc, d'oü n-szJc-'iA ^=.y'\'r; le qaotient i^ Y{n^ii) 
par r(H), c'est-K-dire Je rpiolient de r(A:) par !"(*:+'*)• wrait une fraction ayant 
poor numeraleur Tunite, et pour deuominafeur le prodliiit /C(-K-f- 1) . . .. (/C-j-r — 1\ 
d*ou il suit (lue ce quotient ne pourrait jom^ii» e(re nul. II est aihu de conclure de 
)?! que les deriv^es a indices entiers positifs out pour fonrtion couiplementaire zero, 
et que les deriv^os a iudices entiers negatifs , ou les integrales ordinaires, out pour 



mctioo couiplementaire une foncUon atgebric|tie entiere, dout le degre est iuferieur 
'une uuil^ a Pindice d'integratiou^ ainsi qu'on le soit pcir les eli^tnents. 
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7. 

La questioB 4e d^terminer les fonctions compl^mentaires des difte« 
rentielles u indices quelconquei^ «st une des plus drfliciles de celles quil 
fallait resoudre pour ^tablir les bases du nouveau calcuL La cooclusion 
singiiliere a laquelle nous sommes arriT^s daB$ dos premiers m^moires^ 
conoluaioD que uous reoons de confirmer^ comme on Va yu, par une aua- 
lyse toute difG^rente^ n'est pas seulement une speculatioo th^orique ^1^- 
gaute; c'est ud principe dont on a besoin s^i chaque instant, et sans lequel 
il faudrait renoncer ä faire usage des df^riv^ fraotionnaires , puisque lui 
seul peut indiquer d'une maniere pr^cise T^tendue des resukats auxquels 
r usage de ces di^riv^cs conduit. 

Pour fixer les id^es, je vais choisir un exemple fort simple dans 
lequef il a'agit de dcterminer une integrale definie, a Taide de la diffelren« 
ciation sous le signe f par rapport ä un parametre diffi^nt de la varia«* 
ble ä laquelle Tintegration d^nie est relative« Je considere dono la for- 
mule connue: /^ cosaco.d co _ n ^ 

dans laquelle a est un nembre positir quelconque« 

Si Kon d^igne par h une quantit^ arbitraire >>0, on pourra dans 
lesdeux membres de (L) ohanger u ea a-^hy en a-|-2Ay en o-|-3// «••• 
sans que cette ^uation oesse d^^e vraie» Seit done ft un nombre reet 

pris H volonte: repr^entons pour un moaient cosax par F(ö), et 77- e"^ 
par /(o) ; et posons« 

Q, = (:z^"(/(a)_£L/(« + A)+^-:^/(« + 2Ä) ). 

Ces deux «^ries sont .convergeutes, et il est aisc de d^montrer que : 

Pkdx 



f. 



Qh. 



14. JC* 

Faisant actuellement A = 0^ et observant que pour cette valeur ^) Pj, et 



*) Voyez le journal de Vdcole polj'technique XXl*"^ cabier page 107. C'est 
par le secours des forinulea dooneea h rendroil eile, (jue hon parvient a connaftre 
quand la diü'erenciatioo h indices quelcoDcjues sous le sigüe f esi permise^ car eile 
IIA Pest pas toujours. L'exeinpte que nons veDons de iraiter suffit jiour indiquer la 
inarche a suivre dans les cas semUables « et il ne serait pas difficile d^etablir par des 
raisonnemeots du mSme genre les regles generales que la luatiere coinporte. 

2* 
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Qk 86 r^ttisent in 



li^cosa« 



*• 



1^ ^^ «r^«i»»i»ac /^ 



(f-) 



fl vient; 

*• / 4^-^=1^ = !'-•<-')'+*. 

iff ^tanf ime fonction eoropl^meiiteire de la former 

AJ^Ba + CcF + ....+ KcT. 

L'^atioo (2.) ii'est antra ehoae que lequatioa (1.) dont on a iSXimmii 

lea dem: memlures par n^porC au parametra a. HaüitenaDt eomme le ae* 

eond membro de (!•) est one ezponentiene ä expotant n^tifqui devient 

mAko pour ocs oo^ an Tok que eosa« doit 6tre ragieord^ oomme la Kmite 

du produft: 

«^••eosar, 

n iidüoi uae quantit^ iDfiatmeiit petite ^0. Ott aura d'apres oeta: 
Substituant eetle Taleur dam (2.)^ U nent tue ^galit^ de la forme; 

Bfab il reste d d^terminer les constantea A^ B^ C^ . . . . K ^ qiii eotrent 
dans r^quation (3.)« A ceC effet nous distioguerom plusieun cas« 

V. Si ft est uo Dombre poutif^ on du moins ri la valeur de jk, 
suppoB^ negative ^ est teile quo le quarrt ft* seit ^i^ fl est facile de 
s'assurer que Tint^grale; 

J • r+»» 

doit derenir z^ro qnand a s= oo ; cas si Ton pose o jr = 9 ^ on trouve ; 

et le seoond membre de cette ^galit^ devient ^videmment z^ro pour a s: oe ^ 
puiique Ton a /i>>— -1 ou 1 — ft<C3« Dono il faut^ dana cette bjpotbese^ 
peser ^«0, BzszOy C=0^ ••»• Jr=sO; et U restet 
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oe qui s'aGOorde avM iine fonnule dotm6e par Mr. Caueky dau ses Exer- 
cicts i0 m^thimatifues. 

V. Si ft est une quantit^ n^atiTe ^ale ä — 1 ou Gon^rise entra 
— 1 at —3^ rint^grale: 

cot (ax — ^y . ay rfor 



/ 



devient infiiiiment grande aveo tf; mais eo la divisant par ii^ fl est clair 
que le quotient i deTient nul quand « ss oo« Or quand od divne par a 
les deux membres de T^quatioa (3.)^ eile prend la forme: 



i SS !^ + ^4.B-f-Ca + .... + ira'-*^ 

DoBC^ pufsque i doit Stre zisto pour ff = oq^ on a d^jd : 

B = 0^ C = 0, . . . .^ AT = 0, 
et il reite simplement : 



4' = =^ + 4, 



2a 
OU^ _ 






■«««^■iBi« 



ActueffemeDt^ pour d^terminer ^^ qui reste encore inocmiiue^ jfs pose 
= 0^ et je Irouve t 



-rf==-4+X 



co%~.x^dx 



s: 
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d'on je coDcTusr 

[cosfaap — ^) — cos^l .Ä/'dx 
___-. -_(e _1), 

Si Ton supposait |x ^gal ä — 2 eu oempr& entre — 2 et — 3, en op^rant 
d'une maniSre analogue^ on d^erminerait iadlement les eonstaates ^^B^ 
C^..m.Ky et il serait ais^ de oootimier aiusi pour toutes les autres va* 
leurs de fi. Mais il est iuutile de nous arreter plus long-tem» sur oet 
exemple: ce que nous^ veuons de dire suffit pour faire eomprendre^ com- 
ment on doit tenir compte des fonctioas eempl^mentaires , quand on ap-* 
plique Botre nourean ealeid A la tbeorie des integrales d^finies« 

8. 
Le th^oreme des fonctions oompl^mentttres foumit ftttm^diatement 

rint^grale de T^quation : -r— =& 0^ qui est la plus simple qiu'bn pumse se 



|>rapMer d^int^grrr, La rm\mMt hi pkn g^n^le d^ 4/ qui y tNrtisfasse est 
de la forme: 

Ln nomhro des constantes arbitraires qua oette int^rale ooBtieiit est »d^ 
teriDiD^> oe qiri ^ablit iioe diffiSreoee essentielle et bien remarquable entre 
les t^iiatioos diff^reDtielles i\ indices fraottonnaires et les ^piatioDS diff^ 
rentieUes ordüiaires, puisque dans Celles -d rint^grale complette ae peut 
ooDtenir qu'un nombre da ecMistantes ^^1 A rUidioa de diflPi^roiitiaticNi le 
plus iUev^ qui s'j renooiitre. 

Eu combinaat le th^or^me des fonctioBS complementaires avec la 
fonnule g^m^le qui sert «\ dÜTerenoier les produits de deux facteurs, on 
parfieot ä trourer les inti^grales complStes des ^quations diflT^rentielles n 
indioes fractkumaires ^ quand elles sont lin&irea et a coefEcieDts constants 
aTeo un seooiid JBembre rariable qualconque. Et meme qnand les coef- 
fideotSi au lieu d'^tre constants, sont des (ractions algebriques ration- 
nelles, ou parvient toujours, si non a integrer les ^quations proposees, 
du moins <\ faire dej^endre leiir Integration de oelle d'un Systeme deter- 
inin<$ et eonnu d^^uations <fiffi^ffentielles or£naires. Mais il suffit d enon- 
oer ici oes propositions qui meritent qu'on s^en oceupe u part et arec 
ikendue. 

9. 

Dans aoa premieras rech e r ch es sur le eaicul des £fiefeiitielles a in« 
dices queleonquea, nous en aTons doone une definitioii complete et gene« 
rale fondee sur ce que toute fonction de x peut ^tre mise sons la forme 
S«^«:«***^« Mai^ les r^suhats, que no«s avons obtenos dans ee memoire 
montreiA que Ton pourrait anirer A une definition des differentieOes a 
indices queleonquea« en partant du developpaBenl des fboctions en sAies 
ordonn^ %uiTant hm puinances de la variable independante. Apres ce 
que nons arona <iit dans les p^gM qni prfaede n t, une teile definition 
aivflre delle-m^Bie* Soit y une fondion de jr^ dereloppona ceite Jone- 
tion en une 9ifrie de la forme: 

.^jr^ + Bjr'*+Cx*+.- 

que^, pour ahregcr » nous rc|iresenterona per 2^» de aoite que 
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Donnaut ensuite au sigue F la ugnificatiott adopt^ au No« 4. , for- 
mbna la quantit^: 

et comreiioiis d'sppeler cette quantit^ d^rivee de l'ordre ^ et de la de- 

s^ner par ^-^« It est Evident que oette A^itioo suffira poar etablir la 

theorie des d^riv^es fraotionnaires : le principe des fonetioos compl^men- 
taires en sera une cons^quence presque immddiate. Dans cefte maniere 
de proc^der^ la d^finitioo des differentielles a indices queloonques^ donn^e 
par nous dans nos premiers m^moires, deviendrait un v^ritakle 4h^oreme 
qu'ii faudrait d^montrer^ tandis qua la formule: 

serait consideree comme una definition. Nous avous cru devoir prei^rer 
la marcbe inverse et definir les d^riv^ u iodices quelconques par le deve- 
loppement exponeutiel, puis en d^duire T^quation (B.) comme une simple 
consequence. Ce n'est poiot ioi le lieu d'entrer dans le detail des raisons 
tres nombreuses qui nous out port^ A pr^ferer notre d^finition ä eelle 
que foumit l'^quation {B*)\ mais les personnes qui voudront approfondir 
Tetude des' rapprochements que nous venons dludiquer, verront que cette 
^tude est loin d'etre inulile« 

10. 
Maintenant il sera aisd d'appr^cier convenablement le peu de mots 
^\\Kuler a Berits sur le calcul des d^rivees fractionnaires dans les com^ 
men taires de Petersbourg *). Ce grand geometre ne s'est occupe de 
cette matiere qu'une seule fois, et sans y attacbcr aucuno iroportänce: 
aussi Bous semble-t-ily que ses raisokmements ont queique chose da 
vague et d'inoomplet. li n'a poiut donn^ de definition generale , et la 
formulo a laquelle il arrive ne convient pas meme h une puissance quel- 
oonque de x, S'il etait parvenu A trouver les derivees A iodices frac^ 
tionnaires dune puissance quelconque de x^ sans doute il lui aurait ^t^ 
faoile de passer de ce cas particulier au cas d'une Ibnclion quelconque^ 

puisque le d^veloppemeut en serie de la fbrme 2 •— lui aurait präsente 
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pour cela ime route directe et naturelle« Amsi la dilBcult^ prineipale 
coDsistait ä trouver ime formule semblable ä notre formule (J.) du No« 3«^ 

et louroisMffit la valeur de d^— pour toutes lea valeun possiblei de l'ex- 

posaot /i et de Tindiee fe, Mais 3 ne parait pas €pk*Euler ait atteint oe 
holkf et peut-etro n'y pouTait-on r&isBur que par TeiDploi des ibnctioDS 
Ff eil attribuant h cette lettre la signification que nous arons bit con- 
ntttre au No« 4. ^et que Mr^ Legendre a imagin^e le premier» 

IL 

Au reste voici Tarticle d' Euler ^ tel qu'il se trouve dans la collec« 
üon acad^mique cit^e tout iü Tbeure, a la fin d'un in<^moire ajant pour 
tÜre: De progres^ionibus transcendentibas, seu ijuarum termini genera- 
h$ algebraice dari negueunt. 

5,i*27« Coronidis loco adbuc aliquid ^ euriosum id quidem magis 
5^ quam utile^ adjungam« Notum est per <f"jr' inteUigi differentiale ordiois 
y^n ^psius x; et d!^p^ ri p denotet fimetioDem quampiam ipsius or^ pona- 
9^tnrque dx constans^ esse homogeneum cum dx""; semper autemt quando 
yyii est numerus integer affirmativus, ratio quam habet d'^p ad dx"" alge« 
i^braioe potest exprimi| ut si /is=s2 et yvssar'^ erit d^(s^) ad da^ ut 6x 
9) ad 1« Queritur nunc d ti sit numerus fractus, qiialis tum futura sit ratio« 
^^Diffieukas in bis oasibus facile intelligituri nam si n est numerus integer 
,,affirmativus, d^ continuata differenciatione invenitur; talis autem via non 
jy patet si n est numerus fractus« Sed tamen ope interpolationum, de qui- 
y^bus in hac dissertatione explioavii rem expedire licet/' 

^%. 28. Sit iorenienda ratio inter c{"(t^) et cfxf^ posfto dx con- 

jy stante^ seu requirttur valor fracüonis , ^ • Yideamus primo qui sint ^us 
j^ralores^ si n est numerus intc^er^ ut post moduro generaliter iUatio fieri 
,,possit« Si /2 == 1, erit faujus valor ^z^* s=s x 23 'ü—u ^^*^ ^^^ modo 
9,exprimo ut facilius postea ea quae tradita sunt buc refecantur; si /2 = 2| 
„erit valor e{e — t)if^ = ^ 2''3 '...'( i ^— 2) ^^^* si ä=3, babebitur 

,,Hiuo generaliter iofero, quicqiud sit n, fore semper 
^ = ^■^'^"'•' . .««-", Est autem per f. 14. 1.2.3 



„.(.-i)(e-2)«-' = ,,;:;::;- -. 'T' 



• • • 
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„/rfjr(— /jt)' 6t 1.2.3....(^— Ä)s=5/rfjr(— /jr)*^, quare habetur *): 

*!M— ^^ fdx{—ixy 

„vel: 

jyPonitiir hio rfs eonstans, ^Jdx(^ — Ixy ut eiJdx{—lxY^ ita debent 
i^integrari^ ut Bupra praeoeptum ert^ et tum ponere oportet d? ss 1/' 

,9 $• 20« Non 11606886 68^ quomodo Termn eliciatur^ ostendefe ; ap- 
5)Parebit id ponondo Io<ni n numerum iotegrum aflSrmativum quemounque« 
yyQuaeratur autem quid wi d^z^ %i tSi dz oonstans» Erit ergo ^ = 1 et 
,y;ts5{: habebitur itaque: 

^iE8t autem /dx{ — /j:)8s=1^ et diota area ^irculi Jf ou]u8 diameter est 
„1, entjdx^{ — ix)rsz./'J^ ondo rf*r5=y|^^j* Proposita igitur sit 
y^faaeo aequalio ad quampiam curram: yd^ez=zz/^(dy)^ vhi dz pouitur 
^^coDstans, et quaeratur qualia ea rftcurva« Cum sit ^^^=^]/\rT/^ abibit 

,96a aequatio in baue y]fy^) = ^ /"(^y)> ^"^ quadrata dat '^—jr^ es zdy; 
-^yunde ioveDitur: -jlzzsiC , vel ylzz^^CA.y — A^ quae est aeqiia- 

^Xio ad curvam quaesitanu*' 

12. 

N0U8 n'avons p& besoin de faire observer que nos idees sur le oal- 
cul des diffi^rentielles h (ndioes quelconques diflerent completemejit de 
ceUes qa Euler a expos^ dans le p assage qu'on vient de lire^ soit quou 
adopte notre d^finttion üpnd^ sur le d^veloppement exponeutiel d^ foDc- 
tions^ soit que Tod fasse usage de la defiDition nouveHe indiqu^e au No« 9* 
laquelle est bien d'acoord avec celle de nos premiers m^moires^ puisqu'eile 
en est une ooBsequence« Ainsi^ en supposaut dz coustaot, Euler trourc: 



^) EuUr desigDe par Ix le logaritlime n^p^rlen de x; et les Iimites des inte, 
grales sont x s= 0, « ss i. 

Cfdle's Joonial d. IL Bd. XI. Hft. 1. 3 
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€t WMM tHmterioflS au c o nI r Mie ^xssQ^ oa ibmiix if>z=3>^ifx*, 4/ etaot 

friit tenir OQMpte quand oo pread k diffifrestielle u indioe | d'inie (bno* 
tk«. Li ilhfMuh hnce de dos prino^eB se maniCeste mieux eiioor^ lors- 
qse Ton chafdbe 41 wt&gttr Tifffmßonz 

D'abord eette ^quatioo eenerait en qiidf|iie sorte d'avoir od aeos a ooa 

jc«x» ai Bom j rcganfiooa airee £ii£er </z coomia ooHtant. Prendre dx 

coealanf daas r^qualioo («.), €*eit poor noya eomaM ü ton prcnait ifx 

€OMtaat dans reqoalioii: 

jrf»x = zdy\ 

Quand 00 adopte tme rariable x poor variable indqpea da Bte ^^ la lEflem«- 

Helle premiere i/x de cette qoantit^ peot aerie entrer dam les caloob, 

pareequ'ao food ces €alciib a^appEqnent aux derirees de oertaines foactkM» 

I cberche b valenry et parceqiae eea d c ri we a t » telles 



qna mw u emt j^^ ^, d^pendent du rapport des £ffi»ealielles 



(/* Vy .... aoK pahisnrpi de la difle rau iid le dz^ et nao pas du rapport de 
d^Xf d^y^ • • • • anx difiereutieUes d^z, d^x, . • . • d*uo ordre difloent 
du premMT. 

MainteiiaBt m dans fequatioB {m.} on dMMit y poor variable imle- 
peudante, ce qui read dy eouitaot; et si, eii ratsonnant toujours d^apres 
notre definkioii des Affereiitiellesy 00 demande lint^rale de eette equa- 
lioB («.), n laudra emplojer, poor lobtentr, des caiMderatioiis taut i fiat 
differeotes de Celles d^Emitr. Apres aioir mis (a.) sous la forme: 

et aroir desigoe par ^ one coustante arbüraire, on Cera roir d*aborJ 
que Tqh y tatblait eo posant: 

En effet on dMuit de lu: 

ce qui, apres une int^ralion par parti», donne: 

Mais on peut trouver une integrale incomparablement {^nt genwale que 
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Celle la ; car il est permis d'ajouter ä la valeur pr^cedente de z ime foac- 
tion de la forme; 

m itäxA im uombre entier poutif qoeloonqiie, et J, ß^ Cy , . . . K dei 
constaotes prises k volonte. Eo eSet si Too pose: 

OD voit qua j-^ sera une fonction algcbrtque eutiere u cocfi^cteTits arl>i« 

traires, laqueile etant muhipliee par y pourra toujoiirs etre prise egale a 
z. Ainsi oo satisfait \\ {x ) en posant : 

ce qui n'est poittt d'accord avec le r^ultat du No. 11. 



3* 



2. Mimiimgf mtr k9 w^mwim 4m mmrhes mtg^Mfiteu 



Sor la somrae des carres de tootet les droites, qul ä 

parlir d^ane point donne coopent sous an angle 

determine une ooorbe algebrlque» 




Je coamenee par miiiwr Im eomSitnßmmp qoi m^ont por(^ d eotre- 
pr c üdr e kt redierdMSi doaC je prapowrai pl« bM le räultat^ Ordbei- 
rcmeat es ae contante^ daas fappBontion des fa cni M ie e d^etMriqyee a k 
gjicm^tnmf it ae aieltre daas ae ÜMWtie a dom^ /(ar, y) des coordosaees 
X €i y» que les Tdcvrs de ces coeidoiiii^ qid r^doisent 
kur de k fonctioa propos^^ et qai per 
poiats de k courbe dknwmim per f^ietiDii /(x, y ) = Ol Meis 3 m'e 
peru importaDt de saToar, si k foectiOB /(v, e) eenaenrerait oicore mt 
efftaie rapport g^^mdtnque aree k eoerbe detamni^ per tiqamüom 
/(x, y):=0» mime daee le ces^ que les eoofdeaui^ » et tf ae fossettt 
paa diei si e s de maniere i setiakire a re^oaticNEi /(u^ v) i= 0^ eu ce qoi 
rerient «o m^me^ ai le point d^tmnke per lea coordonneea n et t;, (ot 
prii eibitreireaient bors de k oourbe» Ob froinre k reppett cb ct th ^ 
pour k droke et k eerck, ^ Faide des coesideretioas ks plos AaneB- 
takes, et il sera etabli dans r«Hide presoit «i tb^oreme ^keral snr ks 
cee ib e a elgäiriqn», en Tcrto dtaiqiiel 3 aerm p e wiii de eonchire^ que k 
rapport cbertbe exbte eneore, quoiqiie d'me namece moias «mpk^ pour 
les sertsoDs coiik|ue9. Mais en Bene tema oa Terra par k ibeoneaie 
aeationiie, qu« le rapport ae parait paa ejoir Eea e T^ard de toutes ks 
eoari>es algebriques en gfk^mi^ oa qaH kudrak aa moias, peor k trott» 
Ter, enTiseger k qaestioa seos aa potat da Toe pka araaf ay u ■ que 
eeki^ que Pairteur de cette aote a ete ea etat de preadrew 

Faiv faire ^»ir ekiremeat ce que f eateads per k r a pport gcoaie* 
triqae q« fall Tobjel de mes techctcbes je tfakerai d^abord k drösle et 
k cercle* 

Soü {Tkt. I. P^. I.> C OD p(Mt iiriM—'i' pw le» coordtw. 
jlB = ■, BC= i\ 4« ÜMt hM» av«e rautte T«^ CBD s «. 
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Soit EG une droite qui eou^e Taro des abacisses «u pobit F situ^ a la 
disfanee diHm^ j4F:ssa da Tongioe ^ des coordonn^^ et designoiu 
par ß Tangle (rFZ) ^e la droite EG fait aveo Taxe AD. Du point C 
abaissons une p^ipendiculaire CPsssp sur la droite EG, qid suffisamment 
prolong^ eoupera en £ une droite SIC parallele ä EGm Enfin menons 
BH perpendiculairement & EGm 

L'aspect de la figure donne T^galit^ : 

CP = CX-^BHy 
qui^ traduke en termea alg^riques, devient: 

/9s=t;8in(«— ß) — (ii — a)80iß« 
Si l'on prend le point C sur la droite EG^ la distance CPssp du poini 
C u la droite EG s'^vanouit, et on trouve l'^quation de cette droite: 

t;sin(«-^ß) — (e/ — a)8inß = 0* 
ImaginoQs une seconde droite, donc la distanee du point C aoit d^ign^ 
par p\ A Tegard de cette droite on aura T^cpiation : 

y=:i/sin(«— ßO— («— «0«mß'- 

Maintenant si p. ex. on demande T^quation d'une droite 9 qui par^ 
tage en raison donn^ Tangle form^ par les deux droites propos^, on 
doit regarder comme oonnu le rapport n des perpendiculaires p et p% 
et on trourera F^quation cherch^e par la seule soustraction des deux va- 
leurs de p et p\ apres aroir multipfi^ par n la valeur de p\ C'est de 
cette maniere qu^on est conduit ä appliquer ä la droite la methode des 
coefficiens ind^termin^, qui a 6t6 introduite dans l'analjse geometrique 
avec tant de succes, par quelques geometres de nos tems. Qu1l me 
floit permis seulemeni de remarquer quil est bon dans Fapplication de 
Tanalyse^ A la g^om^trie, de nintroduire dans le oalcul des coefficiens, ou 
en general, des quantit^s quelconqiies, qu'en rendant compte, des le pre- 
niier pas, de leur sigoification geometrique» 

Fassons maintenant an oerde« Choisissons les coordonnees ortbo* 
gonales; d^signons par r le rayon, par a et ^ les coordonnees du centre^ 
pw t la longueur de la tangente menee 4 partir d'un poiat donne dont 
les coordonnees. sont 11 et i/^ jusqu'an point de coactact. 

Rien n'est plos facHe qua de v^rffier reqnation : 
En iaisaBt 1^ r= , on parviendra u requation du cercle Pour un autre 
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cerde on pourra poser une ^atioa semblable: (ci — ö'}^+(^ — 4')'--r'*s=s/'% 
if et t^ ^tatit temjdiin i«« coordonn^ d'im mönie point« 

Si I'on demande, ii l'^gard de oes deux oerdes^ la ligne des tangen« 
tes ^gales^ il n'y a qu'a poser / :=s t% ce qui donnei par la simple soustrac* 
tioD, I'eqaaüon de la droite qvCi^n a appelä la oordale de deux cercles« — 
Seit propos^, de trouver la Ugne des tangentes proporlionenes^ o*e8t«d*dlre 
teile que deux tangentes t et f' mem^es d'tin point quctconqne de cette 
ligne aux deux cercles propos^^ scient entre elles dans le rapport con« 
«tant de I ä /?• On remplaoera /' jmt sa x^i&at nt^ et od troinrera par 
I^^limiDatkm de /, requertioB sohrante qoi kidique ^yidemment uo cercle: 

ou bten: 

V — ;p^r^/ + v—i;r=T) - ««~i + (i^^i)? • 

Quoique bien ^ign^ de pr^fendre^ que oefte maoi^re plus gene- 
rale d'envisager les expresskms anal3rtiques tie la droite et du oerclo, 
poisse cooduire k des r^ultats qu'on ne saurait obtenir par les m^thodes 
generalemeat admises^ favoue eependant qu'elle meparait, aous le rapport 
de la fecondit^ avoir des avantages marqu^s sur Temploi bien moins etendu 
quon fait ordinairemeut de ces expressions^ et qu'elle ne le cede guere^ 
en simplicit^^ aux m^tbodes dont on se sert dans les (^l^mens^ pour par- 
r^Dir aux equations de la droite et du cerde, bien que ces ^quations ne 
soient que des cas particuliers contenus dans les formules rapport^ d- 
dessüs. Ces motiis me fönt croure^ qu'il serait convenable d'introduire dans 
les eigens ces expressions comme formutes fondamentales ^ et den tirer 
ensuite les Equations ordinaires« 

Le thc^cnreme general dont il a iii question "dans le commencement 
de cette note^ peut etre enonce comme il suit: 

Si a partir d'un point donn^ on mene a une courbe alg^brtque^ ^ga- 
lement donnde, toutes les lignes droites, seit reelles seit imaginaires^ qui 
coupent cette courbe sous un angle d^termin^ et constant; la somme des 
carrds de ces droites interceptees entre le point donn^ et les points d'in- 
tersectiou avec la dite courbe^ sera une fonction algebrique et rationnelle 
des coordonn^es du point donn^ et des coe£6dens de T^quatioir de la 
courbe propos^e« 
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Pour cleinoutrer ce thi^oreme^ ^oii /(x^y) une fooctioa rationiielle 
et eotiere des ooordono^ orthogonales x et y^ qui egalee A zero, repr^« 
seilte reqiiation de la oourbe propos^« Oo trouvera ais^meirt l'^juation 
d'une droite, qui passe par un point doat a et i; repr^ntent las coor«- 
donn^Sy et qui coupe la oourbe sous ua angle dont je suppose = c la 
tangente« Cette ^quation sera, en <Scrivant / au Ueu de f{xy y) : 

En ^minant y entre oette ^quation et eelle de la courbe ppopos^ 
U{^9 y) = 0)> on aura une ^quation en jt, dont les radnes x^^ x"y x^^ . ... 
donnenf les abscisses des points diecA^ d intcrseotion. II est clair qu'on 
pourra exprmier les ordonn^ correspondantes y\ y"^ . . . . ao mojren 
d'une fonctiou rationnelfe en x. 

On peut aussi emplojer^ pour trouver ces ordonn^es^ r^uatton alg^ 
brique en y^ qoi r^ultera de T^limination de x entre T^quation (^•) et 
oelle de la courbe« 

Si Ton d^igne par t^ la longueur d!une quelconque des droites qui 
partent du point doonö^ prise jusqu'au point de son interseetiou avec la 
courbe, on aura: 

Donc si Ton ajoute ensemble tous les carr& semblables , on en trouTe 
la somine: 

Cette soinme se partage^ comme on voit^ en deux parties^ Tune sjmm^ 
triqiie par rapport ä toutes les absdsses x*^ x*\ . . . .^ l'autre par rapport 
aux ordonni^es y', y'', .... Oo peut donc ä Taide des cquations alg^- 
briques en x et y^ obtenues par r^limioation , exprimer raiionnellement 
la preiniere et Fa second partie, au moyen de deux seulement des coefB- 
dens des dites equations» 

C'est sous ce theoreme que sont oontenus les deux oas particuliers 
relatifs u la droite et au cercle^ qu'on vient de traiter plus haut. On peut 
appliqner le theoreme ^nonce aux tangentes et aux normales des oourbes 
algebrkpies; |e me contenterai d'en faire rapplicatTon aux tangentes en 
geo^ral et notanunent k celles des sections^ cooiques. 
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Si ron d^Btgae par T'p T'^ T'^^, .... hn taDgentes menees d'un 
point donii4 ik une eourbe alg^briqiie^ on pourra exprimer la Mmme 
yvi ^ jv/t ^ ip//« ^ ^ . . . rationnellement en fonotlon des coordonnees u et 
V da point donn^ d'ou partent km tangentes T', T^ .... 

Poitr trouyer TexpressioD de ia somfiie mentioim^e^ on ^liminera y 
enfere les deux ^^quations? 

<B.) /(*, j) = et ^(y-.,;) + ^(a.-ü) = m/, 

dont la deraiSre est ident^pie aveo eelle qo'on obtient eu supposant c es 
dans r^quatioD {A^j aveo oe ebangemeDt qu'on ait mis mf au lieu de zero^ 
oe qui r^deiti comine oo sait^ l'^uatioii aa degr^ m — 1, le degr^ de/ 
^ant suppoB^ ^gal ii m. L'^quatkm ea jp sera donc en g^n^ral du degr^ 
m.m — 19 et il en sera de meme de T^quation en jr« 

Cela poit^ on trouvera sans difficult^ Texpression rationnelle de la 
flonmie cherch^e des oarr^ des tangentesi au moj^i de deux seulement 
des coefficiens des ^quations alg^briques ea x ^ y. 

Du tfa&>reme ^nonc^ relatif aux imigentes je tire le oorollaire smvant: 

Si Ton prend le point du d^part de toutes les tangentes sur la 
eourbe jn^me^ il est possible, quoique ne pas n^oessaire, que toutes les 
tangentes s'^yanouissent» Dans oe Das Texpression generale de la somme 
des oarr^ dos tangentes en fonotion rationnelle des coordonn^ u et v 
du point donn^^ aura nn iaotöur qui ^gal^ Hi i£to, r^pr^entera l'^quation 
de la oourbe alg^rique propos^. 

C'est ä r^ard du eas mentionn^ dans oe oorollaire, que je dis 
qu'il existe un rapport g^m^trique td que je Tai cherch^ y entre les va- 
leurs de Texpression /(i/, v) et la eourbe dj^termin^e jpar r^mtion alg^ 
brique/(x,7) = Q. 

Afin que oe cas ait Ceu, il est n^cessaire que toutes les ^dbsoisses 
x\ x'^p . ... des dirers points de oontact deviennent Egales A Tabsrase 
u du point donn^j si oe point est situ^ sur la oourbe meme, o'ost -» it - dtre 
81 Ton ajoute au Systeme des equations marqu^ par B T^quation /(i/, t;} 
s=: 0. L'^uafjon en x qui r^ulte de r^limination de y entre les (Equations 
(B.) se r^diura par suite de cette bypothese a la forme: 

(x—uy =0, 

en d^ignant son degr^ par n. II en sera de mßme de r^uatioii en y^ 
qui se reduira a {y — v^ s= 0. Pour appUquer oes remarques aux 
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8eotioiis«..ooiiiqa0i| fai suppoM 1« ^atioas r^dtw A la forme la 
ph» simple. 

Soit r^^piitkm de b perabde y^ss2p». L'^quation de sa tao- 
gente sera: 

V ^iminatioii de y entre cm deux ^quations doone : 

pX^ + 2(pU^tJ^X + pÜ^ SS 0, 

etcette de x: 

SiTon suppoae t^^ss2pu^ oes ^quatiom^ se r^iusent aux suiTaDtest 

p(x^uy = 0, (y— t;)' = 0. 
D'oA ü est permia de eondure^ que le rapport oheroh^ a lieu pour la 
parabolB» Je trouve ea effet: 

Sa poMnt r^quatioa suivante pour Tellfpse oo pour rbyperbofe ; 

aa^ -\^by^ es 1| 
ie troiiyec 

Donc il est prouv^ que Ie rapport oberohi^ a lieu d i'^gard de TeUipse et 
de Phjperbole« 

Avant de terminer oet artide, je remarque eooore^ qu'il ne sera 
pas difißdle d'^tendre, avec les modifioations oonvenables, aux rarfaces et 
aux eourbes ä double eourbure^ determiodes par des <5quati0Qs alg^briques^ 
las resultats obtenus# 



F. S. II est vrai qu'il existe un rapport tr^s simple, puisque la 
fonetion f(u, v) exprime une quaotit^ proportiooelle au produit des seg- 
mens d'une droite parallele A Taxe et qui passe par le point donn^ ; mais 
ajrant d'abord autrement envisag^ la question, Tauteur prie ses leoteurs, 
d'ajouter eette remarque ä Fmtrbduotion de cet artiole et d'en modifier 
qjuelques expressionSt 
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3. 

Analytisch -geometrische Aphortsmen. 

(PartMteuf 4m AahatMm No. 16. im Stea Htfe und Mo. 24. im 4tem H«as X. B—to.) 

(Von dem Herrn Frofessor Flueker m Beriin.) 

in. 

Ober die Anwendung allgemeiner Symbole und unbestimm- 
^^^ Coeffieienten xum Beweise geometriseber Sätse. 

Wir haben in demFrnhem diejemgen schon bekannten SStze der Sitea» 
tions« Geometrie bewiesen^ welche sich auf die Durohschnittspuncte irgend 
soldier sedis gerader Linien^ Ton welchen drei durch einen gegebenen 
Punct gehen, und ^ drei Bfar^^ durch einen andern, beaehen« Man 
wird Idcht auf den Gedanken hingeführt, die analogen S&tse zu suchen, 
wehbe sich auf £e Durdisdm itü p un c te brgend solcher sechs gerader 
Linien, Ton weldien vier durch einen gegd>enen, und die beiden fibri« 
gen durdi dnen andern gegebenen Punct gehen, bcunehen« Auf diesem 
Wege findet man folgenden Satz« 

Wenn sechs gerade Linien gegeben sind, von welchen 
▼ier durch einen gegebenen Punct P und die beiden fibri» 
gen durch einen nweiten gegebenen Punct Q gehen, so 
schneiden sieh diese geraden Linien anfserdem noch in acht 
Pnncten« DIose acht Puncto lassen sich durch sw61f neue 
gerade Linien verbinden, und diese zw61f gerade Linien 
schneiden sich in zwei und vierzig neuen Puncten« Yen die» 
sen zwei und vierzig Pnncten liegen sechs auf ein nnd dersel» 
ben geraden Linie^ die durch dnnPnnct Q geht, zwSlf dieser 
Pnnete liegen zn vier auf drei nnd vier nnd zwanzig zn zwei 
auf zwSlf geraden Linien, die alle durch den Punct P geben« 

Wir woBcB die vier durdi den Punct P gdienden geraden Linien 
durch die Bochslaben a, 6, e, und tf, die beiden dittcb den Pund Q ge» 
benden durch g mid k bezeichnen« (tf,^) zum Beii^iel stdlt abdann 
nadi unserer gewfihnlidien Bezeiehnungs- Art den Durdischnitt^unct von 
a und^ dar, (A, h) den Durdischnittspunct von b und A; femer (o, gs b$ k) 
^eymige gerade Lmie^ wdche die beiden Divchsdmittspuncte (e^ g) und 
{b.h) verbinde^ und endfich Ufhgi 6, A), id,ti <^# A)] den DurdMhnitts» 
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ponet xweier solcher gerader Ltmeo. IKeBen letzten Panot können wir 
dnroh das abgekürzte Sjmbol ab de bezeiehnen, und dem analog alle 
solche Punete^ in deren voilst8ndigen Symbolen jp und h auf dieselbe 
Wme Torkcnnmen« Durch Hinzufügung der letztgenamiten b^den Budi« 
Stäben in den ihnen zugdiSrigen Stellen kSnnen wir hiemach jedes ab- 
gdcorzte Symbol TenrolktSndigen , so z.B* bedeutet das Symbol abie 
den Punct [(a^ gf bf h) {bfgi 0, h)]. Diefii Torausgesetzt, liegen 
I. die Puncto ^^^^^ ^^^^^ ^^j^^ ^^^^^ ^^^^^ ^^^^^ 

alle seohs auf einer durob Q gehenden geraden Linie; 

II« die dreimal ?ier Puncto 

abdc^ baeäf adbe^ daeb; 
abcdp bade^ acbd^ cadbs 
ecdbf cäbd^ adcb^ dabo; 

auf drei dun^ P gehenden geraden Linieni und endScb 

ni« die zwölfinal zwei Puncto 

baac caab 

bäad daab 

eaad daae 

4$bbc cbba 

abbd dbbß 

cbbd dbbc 

accb becn 

accd dcca 

bccd dccb 

addb bdda 

aide cdda 

bdde bddb. 

auf zwSlf ebenfaUs Airch P gdbenden g^nden Linien* 

Han sidit sogleidii dab jede der 12 geraden Linien^ wddie die 8 

urqprBn^fohen Durchschnittspuncte Terbrndeoi toutT der übrigen in neuen 

Punden gesdmitten wird« Han erhUt also TSat die Zahl allep soldier 

stdiendM Schemata Tor« 

Beweis» Die Gleichungen aller gerader Linien^ welche in der 
vorliegenden Gmistruction vorkommen ^ können wir durch Hülfe von vier 
unbestimmten Coefficienten Ih V9 f und ^ aus den symbolischen Gleidiun« 
gen der beiden geraden Limen a und ^ und der geraden linie JPQt welche 
die beiden gegebenen Puncto P und Q verbindet | herleiten« Die Glei- 

4^ 
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cfaiQ^geii dteer drei geraden Linfen i^en: 

a s=8 0, ^ SS Oj m tsa 0, 

uod die Gkiebiiiigen der fibr^en gegebenen geraden linien: 

i tsiO, CssbO^ d SS 0^ AsaO. 

Abdann ist 

2. m-^ va ssz Cy A. m ^cff =: //, 
and in diesen ideotisoben Gleiofanngen sind die Bedingungen des Saties 
vollständig ausgedrSokt. 

Der Beweis fSr den ersten Tb eil des obigen Satzes ist bereits 
sobon durch allgemeine Sjmbole im ersten Paragraph dieser Aphorismen 
gefuhrt worden. Wir erhalten so Tide Durdisohnittspunote, die alle nut 
dem Punote Q in gerader Linie K^en^ als sieh die 4 geraden Linien a, b^ e 
und d SU zwei combiniren lassen, nemfaoh 6. 

Wir wenden uns zum Beweise des zweiten Tbeiles* Zu die« 
sem Ende wollen wir zuerst die Gleichung der geraden Linie (c^ g; by h) 
entwickeln» Die beiden ersten Budistaben dieses Symbols zeigen ^ daCs 
diese Gldchung folgende Form hat: 

pa + fg sz 0, 
und die beiden letzten , dals dieselbe Gleichung eine algebraische Folge 
«US den Gleichungen b =s 0, i es 0, 

sein muls* Folglich erhalten ww die gesuchte Gleichung, wenn wir die 
Ausdrucke för b und hy (1.) und (4*)| damit m verschwinde, yon einander 
abaeben» Auf diese Weise kommt: 

5. fia-^irg =s o. 
Die Gleidiung für (ßf gs c, h) hat zugleich folgende beide Formen : 

A. (rn-Y^a)']rpg ss 0, f(m + vfl) +''(^+<rjr) = 0. 

Um die ersten Theile dieser bdden Gleichungen durch Hülfe der unbe» 
stimmten CoelBdenten Pf f und r identisch zu machen, müssen wir: 

yr 4. r « 1, f V = f, rtr = p, 
setzen. Diese Gleichungen geben auf der Stelle 

und hieraach verwanddt sich die erste der beiden Gleidiungen {A^ fai 

6. vm + vf a + a'(v—^)g =s 0. 
Man erholt hie mach ferner die Gleichung derjenigen geraden Linie, 
wddie durch den Durohschnittspunot Ton (5.) nnd (O«)) und zugleiob 
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düiNdi den Punct P gehtf wenn man, um ma dner Gkidiung v(mi der Form : 

pa^fm CS 
SU gelangen, zwttohen den GleMiiuigen (5.) und (0«) ^ elunmirt« Auf 
diese Weite findet man sogleidi: 

7. vm + (v(f«+f)— ftf)« =0. 

Diese letzte Glekhung bleibt identisdi diesdbe, wenn wir fc und f 
gegenseitig nut einander vertausoben» Dieser Yertausobung entspriobt aber 
die gegenseit^e Yertausobung der beiden geradoi Linien 6 und d. Auf der 
geraden Linie (7.) liegt also nicbt allein der Durobsebnittspunet Ton (5.) 
und (0.) oder der Funet abdc^ sondern aucb der Punct adbc. Der 
zweite Punet ut bieraacb aus dem ersten dadurdi bestinnnt, dals die bri» 
deni mittlern Buchstaben ibrer (abgdkarzten) Sjrmbola ibre Stellen rertau* 
scben. Den ersten dieser bdden Punote können wir aber auch dwch das 
Sjmbpl dcab bez^cbnen und den zwttten durch bead^ was blols dar- 
auf hinauskommt, diejenigen beiden, geraden Linien, weldie den jedesma» 
ligen DurchscbnittspuDCt bilden, in anderer Ordnung zu nehmen« Vertäu* 
sehen wir also wiederum die mittlem Buchstaben hi den letzten beiden 
Symbolen, so eriialten wir die Symbole zweier neuen Puncto, datb und 
bacdf welche ebenfalls auf der geraden lanie (7.) liegen« Die auf dieso 
IVene bestimmten vier Puuete sind also: 

abdc^ adbcy dacbf bacd, 
und liegen, wie behauptet wurde, auf ein und derselben durdi den Punct 
P gehenden geraden Linie. 

Vertauschen wir einmal gegenseitig d und c, und das andere Mal 
b und e mit einander, so erhalten \nr noch zweimal vier analoge Puncto, 
und for die Gleichungen der beiden diese Puncto enthaltenden geraden Li- 
nien ergiebt sich, indem man in (7.) einmal gegensdtig ^ und v, das an* 
dere Mal fA und v mit einander vertauscht: 

8. ^m + (f(/x + v)— jiAy)a Ä 0, 9. m^ + (m(( + v)— ^v)a s= 0. 
Da vier Elemente 24 verschiedene Permutationen bilden und jeder Punct 
sich auf doppelte Weise durdi ein Sjmbol ausdrücken litfst, so entspredien 
allen jenea Permutationen solche Puncto, wie wir eben betrachtet haben» 

Es bleibt uns jetzt also nur noch Sbrig, den dritten Theil des 
Torli^enden Satzes zu bewdsen« Für die gerade Linie (a^g; b^h) haben 
wir €hea schon die Gleichung; 

5. ikü — 0-^ s=s 
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«ffailteo. fir (c,fi a,k) tAtkok wir jede ron fotgeadeB 

(m + »«) 4. ^, BS 0, (m+tr^ ) + ^ 8 0, 
wnm wir 4fo eraten Theile de — efte n anrdi Hilie der beiden 
•m CiMflkiwtaQ f and ;i idestiMDh miMhai. Oiefii gieiit wmittailMr 

aad UevoMh irt dfo GMehung der m B«d« slahMden yj» linie: 

We—WMiiBdey T ow t eh md en Ci eiBh M^ lirir^ «■{*•>«** Mkeftl^ 
aoergleUrfBh: „ ^^(^^.^j^^ot 

DieM eieieboiig stelU di^eufa gomde Lnie dv, welche donb dea Dweb- 
•eheitt too (10.) and (5.X d.]i. denli desPtanet etat and Mod e ll dnrok 
den PtaMt P» den OttdMhnitt tob a and ^, geht Dicm GIfiniinng UeftC 
«MTCtindett, wenn man ^ and r, d. b. & genitei linien b nnd e ge> 
geneeitig nit einander Tertauadit Mui eciiilft abo den nenen Panct iemc, 
welaiier ebenblb auf der genden Unia (11.) Hegt. 

Die eiien Bewieaena eniradct rieh oumttdbar anf die 
«M den Tier Elenienten o, b, c and d, wddM den t a r et e h e n den 
gebiU^ rittd, aof aoleha SyaMa neBBBab, in welchen in der Mitta 
Bnchataha swainial Tocfconmit. Zu ilcnncfilbm B u c h c la lien m der Müla 
kteaen rieh zwei der drei ibr^ eflmdier auf drei&ehe W« 






andere Mal hinten eleb«. & giebt aho 4.33Bl2FHie 
dfo iai dritten Theüe de» Tociegenden SatMe ■acciiiHiMigcrteilt 

Am den m denc Tocalehenden ToBriind^g bewieoenen Setae ergNbt 
rieh aogkiflh nach den Priaaipe dar Reaiprocitit der folgende nane Sein. 
Wenn seeha Pnnate gegeben sin^ ron welchen Tier aaff 
einer gegebenen geraden Linie P, nnd die beiden librigen anff 
einer andern gegebenen geraden Linie Q liegen, so kann 
man diese sechs Pnncte noeh dnreh acht neae gerade Linien 
Terbinden. Diese aeht gerade Linien sehneiden sich in 
awSlf neuen Puneten, nnd diese swSlf Pnnete lassen sieh 
paarweise durch xwei und riersig nene gerade Linien rer- 
binden» Ton diesen awei und Tiersig geraden Linien schnei- 
den sich sechs in ein und demselBenPtancte der geraden Linie 
<^, swölf derselben schneiden sich an Tier in drei nnd Tier 
■md swanalg an awei in awSU Pwiaten dar geraden Linie P. 
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Da die eigeuftlidke Abflichi Seses Aufinizeg blofii darin bestehti die 
Methode der Symbole und imbestiiniDten Co^fioienteii in dn helleres lacht 
SU stellen und dadurch zugänglicher zu madien, so ergreife idi die neue 
6el^enheit| die sich mir darbietet, mid will den letzten Satz eben&Us 
dnreet beweisen« Die detaiUirte Aittsage dieses Satzes kSnnen wir wie 
bei dem ersten Satze schematisiren, und brauchen zu diesraci Ende nur 
Puncto an die Stelle Ton geraden limen, Durdtschoitte zwder gerader Linien 
an die Stelle von geraden Ltnien, wddie durch zwei Puncto gehen und, 
umgdiehrti zu setzen« EBemach ist der erste TheS des Satzes als nach 
dem ersten Paragraphen dieser Aphwismon schon bewiesen anzusehen« 
Was die bdden andern Theile betriflfti so ist £e SdduIsw^M aus den 
Symbolen gerade dieselbe^ wie in dem ersten Satze^ und es braudit also 
nur noch gM^ zu werden, einmal, dab £e beiden geraden linien: 
Uo,g;bfh),(d,g^SC,h)] und [(o^^icf^A), (6,^;e,A)], oder: abdc vaßäadbc; 
und das andere Mal| dafii die beiden geraden lamen: 
[(i>^;^»A)9(^>^i^fA)] und [(c,^;a,A),(o,^/&,A)], oder: baac wnä caab, 
sich auf der geraden Linie P sdmeiden« 

Wir können alle geraden Linien der vorstehenden Construction 
durch Gleichungen ausdrucken, wenn wir von den sjmbolisohen Gleichun* 
gen einer derselben, etwa (a, ^), und den beiden g^ebenen geraden 
Union auf der die vier Puncto a, i, c und cf, und Q, auf der ffie beiden 
Puncto g und h liegen, aufgehen. Diese drei Gleichungen sden 

a s 0, ^ = 0, f =s 0. 
W&r erhalten alsdann für die acht neuen die sedis gegdbenen Puncto verwi 
bind^Hlen geraden Linien folgende Glddiungen: 

a s 0, (a,^) a + cp t:z 

a + vf^Of (€,g) a + irp + yj = 

a + fyaaO, (d,g) a^trp + ffz^ 

Wenn wir die 4 Puncto a, &, e und d beliebig mit dnander verwodiseln, 
so behdten wir ganz dieselben 8 Gleichungm, nur in anderer Ordnung« 

Für die gerade Linie [(a,fs b,h), (ß^g; e^h)} ergd>en dch hier« 
nach folgende Gleichungen: 

mii + ö-/> + jtAy = 0, nffl^^q'J ^ a ^ (TP ^ Vf a» 0, 
die durch Hülfe der beiden unbestimmten Codfidenten m und n identisdi 
gemacht werden mSssMii Hiernadi kommt: 



0^ 


(«,*) 


0, 


(6,Ä) 


0, 


(*,Ä) 


0. 


(rf,Ä) 
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Hl CB 1 -f* ily fi mn üß + Vf und somit ist m es i^ttHl^ 

9 
wooMh die gesuchte Gleidiiiiig VSat ühdc folgeode wird: 

!• (? +f* —0« + i<rp + f /*y es 0. 
Um AeGleiohuDg fBr adbe zu erhalten^ iMranohen wir Mols b und 
if mid| dem entspreohend ^ in der letzten Gleiohuog fi und ^ gegmseitig 
mit einander ai Tortanseben« Auf diese Weise lL6mmt: 

Wenn man Ae beiden Gleichungen (L) und (2.) von einander aln 
aeh^ und den Factor von p im Resultate fortlfilst^ so iLommt: /» ssO^ 
d. h,^ was SU beweisen war^ dab sich die lieiden geraden Lmien (!•) und 
(2*) auf der geraden linie P schneiden« 

Für die Gleidiung von [{b^gi ^h)^ (Cp^s c^h)] oder baac erhaW 
tm wir folgende Form: 

a + <rp + m(a+fif) es 0, na + ^/' + vf » 0^ 
die durdi Hülfe der beiden unbestimmten Coef&denten m und n identisch 
gemacht werden müssen« Zu diesem Ende mSssen wir 

1 -|» m = n^ mfi ss y nelmien^ wonach n ss ^^^tjK 
ist, und die letste der ob^en Gleichungen in folgende, vollkommen he- 
stimmte fibergeht: 3, (F+M)«+,»;, + v^y = a 

TerCauscht man fn und v und umgekehrt, so erhfilt man ans der 
vorstellenden Gleichung von baac die nadistehende Inr caab: 

4. (v+ft)flf + o'v/> + y/ty = 0. 

Wenn man abzadit, erhfilt man aus (3.) und (4»), wie oben z pssO, 
und ^ beiden bezüglichen gnaden Lniien schneiden sich also wiederum 
auf der gegebaien gerad^D Lmie P« 

Jeder Leser, welcher der Art, wie die versdiiedenen SStze der 
Geometrie unter einander verknüpft sind, — * und hieraus schöpfen, was 
mdit oft genug wiederholt werden kann, die neuern Behandlungsweisen 
der Geometrie ihre glänzendsten Resultate — ^ besondere Aufmerksamkeit 
gesdienkt hat, wird nut Grund vennuthen, dab es allgemanere Sätze 
g|M>t, von welchen die vorstehend^i Particularisationen sind« Es giebt 
wirklidi solche SStze« Es dürfen dieselben uns aber hier nicht beschtf- 
tigen» Gelegentlich werde ich auf dieselben zurückkommen« 

Goded>erg bei Bonn im August 1831« 
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4. 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 

( Foitietning ^et Aoisttzes No. I. im enten» No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten und No. 30. im 

▼ierten Hefte X. Bandet.) 

(Tob dem Herrn Dr. Stern y su GSltingeo.) 



63. 

j\ ach diesen YorbereituDgen i/vird es leichter nein, die Theorie der Sum- 
niatioo der Kettenbriiehe zu entwickelo. Die Summe eines Kettenbnicfas 
kann entweder mittelbar gesudit werden^ indem man den Kettenbrudi 
auf einen anderen ins Unendliche fortlaufenden Ausdruck zuriicklubrt, 
dessen Summe leichter gefunden werden kann^ oder unmittelbar, in- 
dem man einen geschlossenen Ausdruck sucht, der den Werth des Ketten- 
bruchs angiebt. Die ins Unendliche fortlaufenden AusdrBcke lassen sich 
aber auf drei Klassen zuriickfuhren , deren Entstehung auf den arithmeti-* 
sehen Grundoperationen beruht* Die unendlichen Reihen sind ein 
fortgesetztes Addiren und Subtrahiren, die unendlichen Froducte ein 
fortgesetztes Multipliciren^ die Kettenbriiehe ein fortgesetztes Dividiren. 
Alle anderen continuirlichen Ausdrücke mfiss^a sich auf diese zurückfahren 
iassen; die mittelbare Summation der Kettenbriiehe wird sich daher dari^ 
auf beschränken^ da(s man diese entweder in unendliche Reihen oder 
in une^idlicbe Producte verwandelt. Die R^eln zu dieser Verwandlung 
sind in den vorhergelienden Capiteln gegeben ^ und es wäre daher dieser 
Gegenstand ah abgethan zu betrachten, w^in nicht noch einige Umstünde 
zu berücksichtigen wären, deren Nichtbeachtung zu grolseu Irrthümern 
führen kann und geführt hat. Wird ein cou^ergenter Ketteubruch nach 
{• 28. oder $• 30« in eine Reihe odei in ein unendliches Produet verwanddlt, 
so ist bier weiter keine Yorsicht niithig, sondern sobald man im Stande 
ist, die Summe einer solchen Reihe oder ^es solchen Products aneuge« 
ben, so wird diese mit Bestimmtheit auch als Werth des Kettenbruchs 
angesehen werden können. Die nach dieser Methode erhakenen > Reihen 
oder Producte sind nicht blois im Granzen dem Kettenbruche gleich, son- 
dern es entspricht auch jeder Theilj jeder Nuherungswerth derselben, 

Cxellc*« Joaroal d. M. Bd. XL H£L 1. 5 
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einem Theile, einem Nsiberungswerthe des Ketteobmchs* Anders aber 
verbält es sich mit den Methoden, die in $• 35« — 48« gezeigt wurden, und 
mit anderen diesen äbnCcfaen. Hier nemlich ist keinesweges die Reibe 
dem Kettenbruche auch theilweise gleich ^ sondern es wvd blob der 
Kettenbruch aus der Reihe, oder die Reihe aus dem KeCtenbruche durch 
gewisse analytische Operationen entwickelt, so daCi sie gegenseitig nicht 
ab Summe von einander, sondern vielmehr ab erzeigende Function zu 
betrachten sind. Daher wird sidi nach diesen Biethoden nicht immer 
aus einem couvergenten Kettenbruche eine oonvergente Reihe, und um- 
gekehrt, ergeben, sondern der eine Ausdruck kann convergiren, wahrend 
der ihm gleichgesetzte divergirt, ja der eine kann positiv sein, wahrend 
der andere ab negative Grobe ersdbeint» Die Lftnng dSeses Widern 
Spruchs liegt, wie in allen fihnlichen Fällen, darin, dab man nie den bei 
der Entwickelung übrig bleibenden Rest unberüdisichtigt lassen darf* 
Man hat daher Folgendes zu merken* Wird irgend eine Reihe 3 in einen 
Kettenbruch verwandet, dessen alhnShlige Entwickdung durch 



angedeutet wird, so dab R^ , i?, u. s» w» den jedesmal bei der Entwickelung 
Sbrig bleibenden Rest bedeutet, und sind die Theilziibler b^y b^ u. s.w. 
sämmtlich positive Groben (die Thethienner werden immer stfllsdiwei« 
gend positiv gedadit), so kommt es darauf an, ob auch die Reste stimmt« 
(ich positive GrSben sind, oder nicht« Im ersten Falle kann man den 
unendlichen Kettenbruch mit Sicherheit ab Werth der Reihe betrachten: 
die Yemachlsilttgnng irgend eines Restes kann keinen weiteren Einfliib 
auf das Resultat haben, ab dab dasselbe nodi nidit ganz genau ist, je 
weiter man aber in der Entwickelung gebt, desto naher wird der Ketten« 
bruch, seiuer Natur nach, dem Werthe der Reihe kommen, desto weniger 
wird also die Vernachlässigung des Restes sdiaden» Ist aber irgend ein 
Rest R^ negativ, so kommt es darauf an,, ob er grolser oder kleiner ab 
ffm wU Im letzten Falle ist a;^ oben sowohl wie a^ — JR,^ eine positive 
Grobe, wenn man daher statt a^^ — R^ nur a^ in Rechnimg bringt, so 
kann man sich zwar noch vom wahren Werthe sehr entfernen, aber 
man viird kein falsches Resultat erbalten, sondern es wird sich 
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dem wahren Werthe der Reihe desto mehr nahem, je grölser m ist; ist 
dagegen 17^ ^Siser wie a^ , abo a„ -^ R„ eine negative Grotse, so würde 
man, wenn man nur o^ zur Bereofanung anwenden wollte, statt einer nega« 
tiven Grulse eine poMtive nehmen, und man konnte ab Resultat eine 
positive Gröfse erhalten, während der wahre Werth negativ ist. Jedoch 
wenn b^K^a^-^E^ ist, so kann man noch immer den Kettenbruch zur 

Berechnung anwenden (weil alsdann a„^^ -)- — eben sowohl eine posi- 
tive Grobe bt wie ö,„., + ^^ — ^), oder allgemeiner, wenn 

öpn*— lfm' 



«»-,> 



Um JR, 



ist (ohne Riicksicht auf das Zeichen). Alm lieh verhält es sich mit den 
Kettenkrachen, deren Theilzahler sämmtlich oder theilweise negativ sind. 
Soll der Bruch bestimmt eonvergiren, so mub jeder negative Theilzahler 
b^ kleiner als a„ sein; gehört daher zu a^ ein positiver Rest B^y so 
kann der Kettenbruch unbedenklich zur Berechnung des Werthes der 
Reihe angewandt werden ; ht R^ negativ, aber b^<^a^ — /7„ und zugleich 
Bj^K^a^^ so kann der Kettenbruch noch immer gebraucht werden; ist 
aber b^ nicht <Z^m — ^m$ so kann der Werth der Reihe S nicht mehr 
aus dem des Kettenbruehs abgeleitet werden. Es könnte sein, dab die 
Rahe divergirte, während der Kettenbruch convergir^, und wenn B^^a^ 

ist, so wurde man statt der positiven Grobe — i^ß" ^'® negative 

genommen, und also das Resultat vom Positiven zum Negativen geän- 
dert haben. 

Zuweilen enchcSnt die beS der Entwickeluog des Kettenbrachs 
vernachlässigte Grobe auch in Form eines Factors, und dies ist immer 
der Fall, wenn der Kettenbruch nach $.48. entwickelt wird. Sind als- 
dann die Theilzahler positiv, und ist der vernachlässigte Factor P eben- 
falb positiv, so kann man ohne Bedenken den junendlichen Kettenbruch 
als Werth der entsprechenden Reihe ansehen. Denn der Ausdruck 

o-,.j + — ist eben sowjoM eine positive. Grobe wie a,^^-\ ^; die Ver- 

nachlässigung von P kann also nur bewirken, dab der Kettenbruch den 
gesuchten Werth nicht ganz genau giebt ; je weiter man aber in der Ent*- 
wickelung fortgeht, desto mehr wird man sich dem wahren Werthe nä- 
hern; ist dagegen der Factor P negativ, so kann man ihn nur dann mit 

5» 
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SioheilMit veniadiUks^^y weno o,^>^~^ irt» Sind dagegen die TheiU 
lüAAm negativ, so mufii, wenn der Kettenbrueb bestimmt conTergiren aoll^ 
b^ kleiner als a^ sein; es wird d^Jier immer eriairi>t sein, statt a^.« ~ -^-^ 

nfiberungswekie den Werth On»-k-~— 2u setzen, wenn P grdlser ab die 
Einheit ist. Ist dag^en P ein iiditer positiver Brudi, so muls a^ . F^ b^ 
sein, sonst iLÖnnte a^^ ^ negativ sein, wSbrend a,^^ ^ positiv ist; 



ist endKoh P negativ, so kann dieser Factor in jedem Falle vemadilussigt 
werden« Man wird diese Bemttknngen mit den vorhergehenden zusam» 
menstimmead finden, wenn man bedenkt, dals aus 

±R^^{P-\)a^ 
folgt. 

Es wurde früher der Ausdruck f^x^ = »^»^f^+*^-(^'" + ^)l 
gefunden» Um nun zu untersuchen, ob der unendliche Kettenbruch für je» 
den Werth von x den Werth von , : ^^ augiebt, entwickele man ihn 



nach §. 48« Man hat mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnung : 

WO RfR' unendKch grobe Zahlen sind« IKe Ausdrücke 

sind fSr jeden Werth von x pMitiv ; eben so werden auch die Ausdrücke 

»(«'«'.T'?5S=)' *'(«'«'.T'4Ä=)^ 

u. s. w. immer positiv sdn. EDtwIekelt man mm — ^ -. j— nadi 

Formel ({L) des $*48., so hat man 

SS 

ss: te ete» 



e*— e"^ X 

-TT 



^■^'" *+^^ r-->-T »+" 
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Da aber — ^ p -^^r^ und jeder der folgenden ähnCofaen Ausdrücke 

einen pasitiven Werth bat^ so kann man^ wenn der Kettenbruch ins Un- 
endliclie fortgesetzt wird^ von dem reraachlässigten Factor ganz abstrahi« 
ren^ und es ist daher ^ fdr jeden Werth von x^ 

i^JP"(jp:t+^**(2/w-f-l)) der wahre Werth des Ausdrucks ^ , - — ; > 

Schwerer würde es sein 9 direot zu beweisen , dafs 

für aUe Werthe von ar^ den wahren Werth von tangjrr angiebt^ und der 
Rest yemaohlttssigt werden kann; auf indirectem Wege kann es leicht 
geschehen. Denn dieser Kettenbruch convergirt für jeden Werth von x 
in ganzen (oder rationalen) Zahlen ($• 58.) | und daher auch für jeden 
irrationalen Werth von ar. Man kann nemlidh auf ähnliche Weise wie in 
§•55. beweisen 9 dals der Kettenbrudi F(a — iiitt^ — 62*^2***0 c^uch für 
irrationale Werthe von b^y b^, ^... convergiren wird, sobald nur allgemein 

^m^^M — ^ ^^f woraus das Übrige von selbst folgt. Setzt man für x 
irgend einen zwischen und -7- enthaltenen Werth, wo « die halbe Pe- 
ripherie für den Halbmesser 1 I>edeutet, so ist x, und daher auch x^ klei- 



a?* 



ner ab die Einheit , folglieh auch — — 7 kleiner als die ESnheit, und 

5 etc. 



1 — 



«• 



eine positive GrK&et Nun ist die Tangente zwischen diesen 



X' 



5 etc. 

Grunzen immer positiv. Die Vernachlässigung den Restes kann also nur be« 
wirken, dafii das Resultat nicht ganz genau ist; je mehr Glieder des con« 
vergirenden Kettenbrudis man aber zur Berechnung anwendet, desto nii« 
her vrird man dem wahren Werthe kommen, und der unendliche Ketten« 
bruch kann unbedenklidi als Ausdruck desselben angesehen werden. Aus 

denWerthen der Taugenten zwischen den Grenzen ^=2=0, jrss-^-i kon-« 

nen aber, wie bekannt, alle übrigen Tangenten abgeleitet werden ; es möge 

nur noch der Fall, wenn x =s — ist, besonders betrachtet werdeut Man hat 



38 4. Sirra, 

tMgjr = 3c; dvf driMT der Bert te Kcttanbrada TentacliIibBigt 

ir:2 « 





«'-4 «» 

t 2—2 

«*-4 ? 

3-^-^ 6—— 

10 



10—— 
14 

Nn u fcw MMftt «ch «bcr Md, dab die cnta NahenBgnrertlw des lota- 

terca KctteafcnMfas wvkfieli gcfea denW«r(& 2 oaufwgircB, driwr wM, 

dft der gHne K-ettenhcvch eoawgjctj 2 der Wcrtk deHeHno mjb« md 

der Rart kMD wili 1 1 ii i ■ Ki^l lilrima, 

BeModen wicht ^ fv dfeTheerie der SammatioB der Kettealirikiie 
ist «ach der Unttani, dib bm in TiefaK fSOen, olne Mtch den Wcrth 

kewMü, IiiiüiBMiii kmm, ob die«r Werth 
b at B dieMr BHmhM^ Fol]^ 
L kl fiMlTiiti^liif h r(iT_, ri_^ .^ ge^fhem, in welchnn aOeTfaefl- 
ahler and TMhMMer ntioaalm GrSbm Md» imd irt der YFeHk 

^(«■» «•+-) ■■** "Hwirf » «> k«» ■«* A' Weelh 

Oene wSro er wliiiwel, lo wicde •■> der Forsel 







der Watknm F{c., «^ nlioHi ^iMdsB, gefa db 

n. H^ em MiMlIiihfi KettaütroA aar poeidTe Theüafaier wd 

TKeiiaeBBer (dM Hiiiiiin'lii h gane Zahlen aiod), uod sind dw TheiliShbr 

aieht Kröfser ab dw Aaen iininiiuFiiBilin TheilaeaBer, so itf der 




». _ f. 



fv«i,0 ^ I *«. 



ff, efc. 



ao diC» *i<«t? Ä,<«,^ *3<«3 «. s* w. «t, ao ist 
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also B<^A {B und A sind ganze Zahlen); es iat aber 'jK.—f folglich 

B h 

b{A—a^B eine positive ZabL Sie heilse C> so bt -r=-^ — tt, also 



A , C 



^'^F(^^)^^^i<^ Nun setze man Ä.JB--o,C=5D, 

so findet man wieder -^^=2-=^ — .^ _<^«i<'l oder D<^C. Auf diese 

Weise erhielte man eine unendliche Reihe ganzer positiver Zahlen A^ B^ 
Cy Dy....^ die immer kleiner wärdeui was unmöglidi is^ also kann der 



Werth von tt— -^ — r nicht rational sein» 

Der Kettenbruch FQcx 1 -f-^^: i^x^ii....)hai nie etnai rationalen 
WeTth^ sobald t etneu solchen hat, weil man^ wie grols auch der Werth 
von X sei, immer an einen Theiteahler x^ kommt ^ vod welchem an alle 
Theilzuhler kleiner als die entsprechenden Theilnenner sind (IL und I.)i 

daher hat ($»63.) auch ^?X7^ == ;irx| keinen raüonateii Werdii riso 
hat auch — ~ = — ^^^^ keinen solchen , d» h» fie Basis der natorii-» 

eben Logarithmen, und jede rationale Potenz derselben, nt eine irratio« 
nale Grofee^). 

IIL Sind die Tlieilnenner positiv, aber alle Theihsahler negativ, 
so wird der Kettenbruch -=7 — - — v = -^ — r- irrational s^n, wenn alle 

**x *~* """* • 

* Oi elc- 

Theilnenner grölser als die entsprechenden Theitzähler sind» Denn auch 

h h 

in diesem Falle ist ,,, ' ; <!> ^.f * . <^> u. s.w* (f. 55.)* Wfire 

* B 

rational =?-7f B<iA (woB und ^ ganze Zahten sind), so hatte 



B b 

man -t>— > daher setze man a^B — b^AssCf so ist C positiv und 



C h 



, C<^B. Fahrt man auf diese Weise fort, so vrurde man 



B F{a^,a^) 

wieder eine unendKebe Rdhe A, B, C .... ganzer Zahlen finden, die 



*) Die Idee, die Irrationalität gewisser Ausdrticke^ mit Hülfe der KeUenhrüehe 
za beweisen, verdanke man Lambert. VergL hisU de i^ac^ de BerL 1761. pag. 266 ff. 
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immer kleiner werdeiit Die ITmnSgliehkeit einer solchen nigt y daGi 

TT"^ — : frratioDal ist. Nur fn dem Falle • wenn jeder Theilnenner mn 

^e Einheit gröber als der entsprechende Tbeihfibler ist, ist der Ketten« 
brach rational ($. 55.). 

Gaoe auf dieselbe Weise kann man aadi aeigen ^ dab der Ketten« 
brucli unter denselben Yoraussetsungen irrational sein wird, wenn nor 
ein Theil der Theilzähler negativ ist , nur braucht alsdann der zu dnem 
negatiiren Theilzähler b^ g^urende Theilnenner a^^ auf welchen ein po- 
litiyer TheHaShler folgt, nur s 6^ zu san ($. 55«), 

Aus dem YorhergefaCTiden folgt, dab der Kettenbruch 

«•:io.^(^:l— -^'KS/w+l) = tangjr 
für jeden rationalen Werth von x irrational ist, da man immer an einen 
Werth von m kommt, von welchem an gerechnet die TheilzÜhler kleiner 
als die entsprechenden TheHnenner sind* Hieraus folgt, dafs die Tangente 
mies Bogeus immer irrational sein vrird, wenn dieser rational ist. Es 
roufs daher auch noth wendig die ZaU^ welche das VerhiiltniCs der Peri- 
pherie zum Halbmesser angiebt, irrational seini denn wäre dieses, oder 2gr, 

also auch jr rational, so mfilste tang-j- irrational sein; diese Tangente ist 

aber bekanntlich rational und dem Halbmesser gleich. Eben so woug 
kann das Quadrat dieses Terhaltnisses rational sein, denn wäre 4«* oder «* 



rational, allenfalls 7r*a= — , wo m, n rationale Zahlen sind, so hiitte man 



m\n m 



^ mm ^ m 

6 — -i 6/1 — 



*" 14 etc. *^"^14ii#tc. 

Dieser letzte Ketteobroch wSre aber offenbar irrational, und könnte daher 
unmöglich ss 2 sein, folglich mufs ^ irrational sein *). 

I¥. Sind alle TfaeilzShIer negativ, die Theilnenner positiv, so wird 
der Kettenbruch auch irrational sein, wenn jeder Theilzähler dem entspre* 
cbenden Theilnenner gleich, und kleiner als der nächst folgende Theilzähler 
ist. Denn es ist F(a^:a^ — a^:tt^ — n^:a2....)T;^F(i:l — Ua^ — a^io^ — o^:a^....) 
{§. 62.). Nach der Voraussetzung ist a^^a^^ ««<ö3, Ö3<^4f also ist der 
Kettenbruch F(a|— ä^ a. — i/«:a, . •• .) irrational (IL), folglich auch 



*) Man rergl. Legendre Eldm, de ^om. /fol.4. 
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F(I:1 — l:fl,— flp.rflf^....) oder der ilim gleiche Kettenbruch F(ß^iQ^^a^.a^....)*), 
Ausgenommen ist der Fall, wenn jeder TiieilzShler den vorhergehenden 
um eine Einheit äbertriffit. 

65. 
Auf dieselbe Weise, wie in §. 55. der Ausdruck 

gefunden wurde, können noch eine Menge ähnlicher AnsdrScke abgeleitet 
werden« So z«B» hat man 

1 = ^' 1 — ^» i -« ^i 

AU 1 ^1-1+1' '-^-1+i^ ^ ~*,-l + l 
daher ist 



• • • •( 



1 = 



*s-l+^ 



6,-1 + ^^ 



b^—t etc. 

Ebenso bat man: 

Substituirt man allmabhch diese Werthe, so findet man 



2.»-^-' + ^)' 



im' '—' — r — ^— ^ 

Om* etc. 

Den besonderen Fall, wenn m = 2 Sst, hat schon Euler auf indirectem 
Wege gefunden (act. acad. petr. 1779 pA. pa ff. 18.). 

Setzt man l = m+l-^, ^« = 2-.T£bp' -+^ = 3£i^ 

^ (2m)' n^i_4 (2m+l)' . 

2/waicT— -TT — /«i I 4v ^ 2/yi + l «=^ 1; I 7^ Q '5 •••• also 

4m + l — (2m-t-i;' * 6m-f-l — 3»»^ 

*) Für Ketlenbruche« bei welchen die Theilsahler grofser als die TheiloeDoer 
siod^ har man bis jetzt noch keine SIerkraale gefundeui wodorch ibre Rationalität oder 
Irrationalität erkannt werden konnte; bioa für einzelne Fälle wird später ein solches 
Torkommeo« Ich glaube aber^ dafs man mit Sicherheit den Satz aufstellen kann: 
lYenn in einem Kettenbruche nur positive Zeichen vorkommen, und die Theilzähler 
werden im Verhältnifs zu den ihnen entsprechenden Theilnennem immer grofser, so 
ist der Kettenbruch irrational: wenigstens summen alle mir bekannten Beispiele hier- 
mit Hberein. Konnte man diesen Satz zur Gewifsheit erheben, so wäre es leicht, ver- 
möge der Formel (IL) des Kap. 3. darzuthun, dab jede Potenz Ton n irrational ist« 

adle's iooraal d. IL Bd. XL Hfi.1. 6 
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1 CSm + 1 ^;;j-j-|^ 



2iii+l- 



MMMi 



3„+i_l^ 



4„+l_(2'H-^ 



5m-(-l ate. 

Den besonderen Fall, wenn m = 2 ist, hat schon Euler auf indireotem 
Wege gefunden ( //ct. ac. petr. 1782 p. 2. pag. 73.), 

£s.^ A. 4 1«2 4 1.2 o 3.4 o 3.4 ^ 5.6 

Setzt man 1=33:1, ^^s^S» ^ — 7^3» ^=§1:5, ^^TT^ 

so fiadet mui: 

1.2 



• •••< 



1.2 



. 3.4 

Q 



7_?d 



9-^ 
oder setzt man: 11 etc. 

. 4^ 1 ^ ^-2 *^ *ß o_ 3.4 ^ 7.8 ^_ 5.6 



6-1^ *~7-5'^ 9-3' ^~ll— 7> '~13— 5' ^^ 15-9 
so ist ^ 



• • • • 



5-H 



^ 5.6 

7 — r4 



9— 



11-1:5 



13- — 

15 etc. 

Die xwd letzten Resultate wurden schon $. 48. auf indireotem Wege 
gefunden. 

Ein hierher gehörender Kettenbmoh möge noch besonders erwähnt 
werden, weil ihn Euler aus sehr verwiokeltai Betrachtungen abgeleitet 
hat {Opusc, anal. T.I. paff. 117.), Man setze: 
^ _ (ß-hS)" ^ . («+y)(/?+2J) 

* — /?+J_(a+y)4.(«+y)» »-rV ^ ß^2d-{a+2r)-^{a+2yy 

so findet man 

_^ />+2.-(a+2.)+ ;j-3yi^(ly3;> etc. •) 



*) Auch Trembley, der nachEoler den Werlh dieses Kettenbmch» mit HSIfe 
der recarrirenden Reihen gefunden bat {NouV. 31/m. de Pac. deBeHik)^ hat die eift* 
fache Entstehung desselben nicht bemerkte Man kann, gaus auf dieselbe Weis^i auch 
die Terwickalteffen Ausdrücke, die er dort ((. 22.) anfttellt » ableiten. 
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Auch die Art und Weise, wie in §• 62« aus ti der Kettenbruoh 

/^[/Tirm— (m-fl):(/w + l) ] 

abgeleitet wurde, kann oft mit Nutzen zur Aufiiudung von Kettenbriichen 

angewandt werden. So z. B. bat man — -'^ = -— • hieraus folgt 

/w-f-2 m+1 m4-3 in + 2 . r l i- i • x 



m-f" l _^ 



m. 



ni-2+2L±l 



,„4.2 



, ?/»-!- 3 



m+1 etc.*;. 

Dieser letztere Kettenbruoh ist aber als besonderer Fall in einer viel all- 
gemeineren Form enthalten, die nun behandelt werden solk 

66. 
Es soll nemlich die Summe des unendlichen Ketten bruchs ^*| 

1. m^- .^j-p. 

^ + *+m+2+ etc. 

geiimden werden. Es wird zuerst vorausgesetzt, dafs m und n beide po- 
sitiv und ganze Zahlen sind. WSre n negativ, so würde der Kettenbruch 
abbrechen, und in einen endlichen übergehen ; auch wird die Untersuchung 

hier auf den Fall eingeschränkt, wenn /?>/7}-|-2 ist. Ist ^<[^^ + 2, so 
ist der Kettenbruch irrational (§.64., II.). Dieser Fall soll erst spiiter im- 
tersucht werden. Man bezeichne den Werth des Kettenbruchs (I.) durch 
/(iw, n)j und setze 

y/i — 1 + 77— --T = o^y m — 2 + —— s=s a«, m — ^ + —— — a^, .... 



+ n — s 
— = Osy 



*) Die hier ermihnten KeiteDbrücbe könneD auch dazu dienen, die Afeiuung, die 
man hin und nieder ausgesprochen findet^ dafs ein unendlicher Kettenbruch keinen ra- 
tionalen Werth haben kann, su widerlegen. 

**) Dio Methode, die Euler cur Snmmirung der Kettenbriiche enge wendet hat 
(Opiisc, anal, T. I. pag, 85.), ist sehr Terwiclielt. Man verglf^iche auch einen Aufsatz; 
▼on Euler in den Miim» de Vac, de Petersb. (T, If^. p<'^«52.), und einen anderen 
▼OB Trembley (M^m. de Vac. de Berl. 1794). 

6* 



4« 



■L Sterm. Thcorv 



K 



«— 1 



■—2 



— « 




2. A'.TI. T ^ 



■-1 



— +«+ 



■—2 



-"+2+ 



■~3 



-«-1-3 





dfe Fl 



--+-t 



■— *-Kl> 






«=«+'+1 



r-fr-ä 




t 



r 



^ asc&desi 



T = 2. 3. 4. 

t 2 



*«a / ;«!, «; 



— l-r-^ r-2-t- 



1+:^ 
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Bie Reihe^ deren Glieder diese auf einander folgende Kettenbroebe sind^ 
nenne man (^•). Reducirt man diese Bruche , so findet man 

1 2r 3[r(r— 1)+1] 



• • • • 



r^ r(r— 1)4-1' r(r — I)(r--2) + (r-2)+2r' 

Es ist Idoht einzusehen^ dab der Zahler des /^ Bruches aus dieifer Reihe 
das /fache des Nenners des vorhergehenden ist» Das Gesetz ^ nach lyel- 
chem die Nenner gebildet werden , findet man aber auf folgende Weise. 
Man nehme an^ es werde eine Reihe gebildet ^ deren auf einander fol- 
gende Glieder die Nenner r^ r{r — 1) +1> u. s. w. smd« Diese Reihe nenne 

man {B.). Es sei nun das n-^V^ GUed der Reihe {ji.) ^K> ^ '*'* 
= i, so ist das n^V- ~ ^+^ ~ ^""t^^l t oder, da /^=«7' 

igt, = . l''^!"!!^^ , , das/i+l-GüedderReihe(fi.)»tdaher(r— /i)5r + /i/. 
Ist nun das n — 1^ Glied dieser Reihe 

und das n^^ 

= 1+ n . (r-.l) + Ji^L=iL .(r-l)(r— 2)+...., 
•o ist audi das /i+l** 

= 1 +(«+l)(r-l) + -^i^±|^ . (r-l)(r-.2) + . . . ., 
denn unter dieser Toraussetzung ist das /i-f>l** Glied 

= «[l+(«-l)(r_l) + (üI^^(r-.l)(r-.2)....] 

+ (r_«)[l+Ä(r-l)+-l^^ (r-l)(r-2)....], 
ferner ist 

(r-»-l)[l+»(r-l)+?i^>(r-l)(r-2)+i^I=^^^(r-lXr--2Xr~3)+„ 

« (i-l) [l+»[('-'«-l)+(»-l)]+^^^^£(r--«-lX'-2) + («-2Xr-2)l 

+ " ^T. 3 .^a~^^ [(r-~n-.i) (1—2) (r~3) + (n-3) (r-2)(r-.3)] +....]+.... 
=s (r~l)[i+nCr-2)+^^^>(r-2Xr-^)+ " ^"7. 2! s"^' (>-2)('-3Xr~4)+,...] , 

folgUoh ist das /i+l" GUed der Reihe {B,)i 
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,l+„(r-l)+a^(r-l)(r-2)+J^^~^|=^Vr^lXr-2Xr-3)+..- 
+ r-l+ «(r-l)(r-2>4.-:iij^ (r-l)(r-2)(r-3)+ 

Setzt man 11 SS 2, so ist das /z— l'*GUed=:r=l + (2— l)(/wl), dM 

««• =r(r— l)+l = 14.(3~l)(r^l)+|4('*--i)('' — 2). Da also auf 

ücBe zwei Glieder die bjpofhetisclr angenommene Form wirUidi pafst^ 
so gilt sie aueli fSr alle firfgende, d. fa. die Form. (3.) ist allgemein galtig. 

Setzt man statt r seinen Werth n — m — 1, und schreibt zugleich statt 

(w — m — 2)(n — m — 3)p...(n — m — Q 

das Zeichen "^-^$5 , so ist das n — 2'' Glied der Reibe (B.) 

_ 14.-— «Jö(,|_2)+'-^«-^(/j — 2)(/i — 3) + ...., 
das 72— 1'* Glied 

r= l+'^«-*g5(;i — l) + »-^£B(/i-.l)(/2_2) + 

Nun ist /(^9 ^) das /i — 1*^ Glied der Reibe (w^.), man bat daher 

♦• / ('^i ^) ^^ : i ' "i ~~ • 

l + ''^-«S5(«— 1)+»-— ^«(/i— l)(/i-2) + .... 
Ist Z.B. m=in — 3^ so ist 

/•/» ^ «^ « (n^l)(l+n-2) (i.-l)> _ . , ^j; 

"""n— I etc., 

l^gUch _2_ --_ s= (inl)! _ („ _3) -s iL±i , wie schon fräher (§. 65.) 

gefunden wurde» 

Will man den Werth von /(m, /i +1) = tw + Jl±i ^r^ wis- 

•on ftn IcAnn man ihn zwar geradezu aus Formel (4.) finden. Es ist nemlich 



Man kann ihn aber auch aus dem Wert he von /(m, n) ableiten. 

Setzt man nemych /(/w,/i) = -E-, /(m,/2+l)as ^, so hat man 
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p ««— l + '^-^ÖCn-^lX«— 2)+'^'-^Ja(/i--l)(Ä— 2)(ä^^ 

Addirt man die unter einander stehenden Glieder zasanunen^ und 
bedenkt zugleich ^ dalli allgemein 

ist) 80 bat man 
Femer ist 



oder {n — m)yz=z 

folglich (ji — m)g'\'p = 

+ »--^lÖ (/2-1) + «-^Sö (/i-lX'2-2) + «-^-^S5 (/2-lX^-2X/i-3) + . • . . 
+ /2 — 1 + "-^^95 («-1X^-2) + »^-^^SB (/i-^lX'i-2)(/i^3) + • . • . 

Addirt man die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt, dals 

/i — m — 1 +i . (^ — O + C'* — = ^ ] — 

ist, so findet man: 
also 

S 

Man kann audi aus /(m, /z) ss -£- den Werth von/(m— 1, /i)ss<^ ablei« 
ten« Es ist nemUoh 



*) Ist m SB 1 , 80 hat mac 
Disss Fomiel hat schon Euler gefiiDden (Op. an. T, 1. pa^,88.}* 
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Addirt man die unter eioander stehenden Glieder ssosammen^ and bemerkt 
susleicbi dab 

m + j 8 j 

is^ so findet man 

JilL + y es 1+— -»!»(«— 2)-f-— 'i(n— 2)(/i— 3).... 

Am Formel (4.) folgt aber 

p' Ä (/i— !)[!+ — -»q^(Ä— 2) +-"-3 («—2) («—3)....] = m/» + («— l)y. 
Femer ist^ wie schon iraber bewiesen wurde, f'sssp-^-f, folgliob 

Jl! — >"?•{-(" — l)g 

Man kann den Wertb von /(m — 1, n) aodi leicbter auf folgende W^se 
finden: Es ist 

folglich m/(m, w)+n-l 

Wie grob andi /i is^ so kommt man hier doch immer an einen Theilsilh« 
ler n — m^ — Sy der = 018^ wenn man nemlich n — mzszs setzt. Es kann 
aber hier wieder wie bei der Formel (2.) gezeigt werden, dals der Aus-» 
druck, durch welchen dieser Theilzahler Null dividirt wird, nidit Null ist ; 
der Ketteiibruch (8.) bricht also ab, und ist endlich» Setzt man aIhnSh* 
lieh /i = 2, SS 3, =: 4, • • . . , so erhält man bezäglich 

M _ iit+2 _ {m+2)(m+3)+l _ {m+2)l{m+3)(m'^4)+i2 + 2(m+4) 

If ~ 1 * "" m+3 » ~ (in+3)(m+4)+l •*••» 

und wenn man hier wieder das Gesetz, nach wehdiem die Zfihler und 
Nenner gebildet werden, untersucht ^ so findet man auf fihnliche Webe, 
wi6 die Formel (4.) gefunden wurde: 



aber 
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M = 1 +"-"*~'SB(«-l) + "-^jij(n-lXÄ-2) + •— '&(«-l)(7z-2Xn-.3) + . . . . 
iV = 1 + — ^«»(«-l) + '— '-«JÖ(;2-lX/2-2) + "-*-» (ä-1X«-2Xä-3) + . . . . 
Zieht man die unter einander stehenden Glieder von einander ab, so 
findet man M-^Nssp; auch ist N^xsf, also 

- = -^4-1 
folglich ^ 



9. /(m, n) = m 4- 1 + 



— m — 2 

III -(•3+ 



m + 4+ «tcu 

Auf dieselbe Weise ^ i¥ie der Ansdruok (L) und (2.) Terwandelt w 
kann man auch den Ausdruck (8.) verwandeln. Man ßndet alsdann 



• — m + l «tc. 

und 

10. fim,n) = — 1 + i^n.'^i^i 

ml ^'"^+^ 

Zur BeredinuDg des Werthes von /(m, n) ist der Ausdruck (9.) am taug* 
lichsten, weil er am friihesten abbricht*). 

Man hätte die Untersuchung noch allgemeiner halten können, wenn 
man statt des Kettenbmchs (1.) den Kettenbruch 

11. m + 



2u Grunde gelegt hätte, wo ntf n, A ganze positive Zahlen bedeuten, 
und /i^77i + ^> ferner ^ eine ganze Zahl sein soll. Aus diesem conver« 
girenden Kettenbruche kann man wieder den gletchgeltenden endlichen 
!LII '- TTT erhalten* Hieraus folgt der bemerkenswerthe 

Satz: Wenn Zähler und Nenner aller TheUbrüdie eines unendlichen Ket« 



^) Dia Identität der vier Kettenbriiche (1.), (2.), (9.)f (10.) hat Eule r (Op. anal 
T. 1. pog. 102.) auf ganz anderem Wege gefunden. 

Crene*f Joonal d. M . Bd. XI. HA. I. 7 



50 4i Sf triii Th€orm der EHtenbrüciit. 

tenbruehs podtiT, und tun dieselbe Grßfibe yendueden siod, so wird die- 
ser Kettenbruob rational sein, sobald der erste Tbeilzahler gr6lser ak der 
dazu gdiöreade Tbeilnenner, und ein Tidfacbes des Untersdiiedes zweier 

Tbeiizihler isL 

«7. 

Die Mediode, nadi welcber der Keltoibnich (I.) in (2.) yerwan» 

delt wurde, darf aber nidit überall obne weitere Untersudrang gebraocfal 

werden , weil man sonst groCie Fehler begehen kann« So z« B. kann 

man aus dem Kettenbrudia iS es a -f* -^ tt-tt den Ketten« 

a+6+-L±i5 

^ ^a + 2h + ^±^ 

brudi ^^ /— 26Jk ableiten, indem man a—b'\'^^ — «■•i* 

* 36 — aale. 

a-»26+*^ SS a. u» s« w« setzt* Man darf aber darum nidit dieae 

zwd Kettenbrudie, wie z.B. bei Euler (a. a. O.) gesdieben ist, unbe» 
dingt einander gleidi setzen« Setzt man z. B. /= 2, a = 1, 6 =: 4, A =s ], 
so yerwanddt sidi der erste Kettenbnieh in 



1 + - 



dagegen der zwdte in 






»-^ 



7 *® 
' Tiete. 



Ow «nt9 Kettenbnidi hat also einen positiven irrationalen YTetÜk 
($. 64. n.) und kt grofser ab 1 ; dagegen hat der zweite Kettenbnieh einen 
negativen irrationalen Wertb, and ist kleiner ab 1, da 3 ^ 

gruber ab 2 ist ($.55.)« ~n«tc. 

68. 

Jsl in dem Kettenbmohe (1.) die Zahl m negativ, so kann n jeden 

beliel^en Werth in ganaen Zahlen haben. Seist man m^ — t, so dab 

t peaitiv kt, so giebt die Formel (2.): 

II 1 



1+'+" 



0_L ■ " •^ 
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Setzt man /asr+l— n^ so erhält man dieselbe Form wie in $.60«, 

nemlich : n-i 

^[ZTJ 

Man kann daher die Formel (4*) ohne Weiteres auf diesen Fall anwenden^ 
indem man in derselben statt m nun tj d. h^ ~-m setst» Ist s« B. /z =: 2, 
so erhalt man> yermSge dieser Formel: 

I 2 1 

' 2 — metc. 

wie schon Tremblej (a. a* 0« pag. 110«) durdi Induction gefondeb bat. 

69. 

Es bleibt nun nodi der Fall übrige wenn in dem Kettenbrnche 
f(jn^n) die Zahl /2<^m-|~2 ist (und n^ m poritire Zahlen sind)I Um 
alsdann die Siunme des Kettenbruchs zu finden, sind allgemeinere Unter- 
suchungen erforderlich. 

Es sei der Kettenbruch *) 

op-x-^T ^ß^h etc. 

gegeben^ und es soll dessen Summe (wenn überhaupt eine solche möglich 
ist) gefunden werden. Man denke sich eine Reibe von Grolsen A^ J^^ 
^29 ^39 «•.«> die SO beschaffen sind, dals 

allgemein ^^^a)^,.,:^ (rß + bU,+ iry + c)J,^^ , 

so hat man 



u. s.w. Es wird daher («+^)~7~ ^^^ Summe des unendlichen Ketten- 
brucfas oder nur dessen erzeugende Function sein, je nachdem die 
Ausdrücke -—^ -^ u. s. w., wenigstens ¥on einer gewissen Grfinze an, ver« 
nachlassigt werden dürfen oder nicht. Es kommt nun darauf an, die 



*) Hao vergl. Cemm. ac. Fetr. T.XL p.bQtL E uleri Opusc. anal T. IL p. 198 ff. 

7^ 



S2 ^ Sterm, Tkamrm 



Die FoRB dfaMT GröfaB at atMk t 










w« 9 ciM Gr6&e bcdartn nO, &> fv da Wcttk «=/lltf 
^ der twifcft x^9 sowoili fSr dea Wcrtk x = 0, ab 












J Cebft i> da Keitebewii (1.) dee f.«. »er, a 

3 = 1, issm— 1, 7sO, «af, • = !, a = «— 2 MtaL b 

li I WMilie I ■ Falle hat bmb: 

£2 ££ ■— 2— <•»— l)x— »' 

|oj9 = x + f«— 2)log* + («+2— «)log(l— x) + C 

Q = C.r'.«»^(l - *}-*^. 
O soll far einen bestfmniten Wertfc too jt üuH wvnlen. Sind im- 
, n beide poeitir, ao mufr man sw«i Fille uotencbekles. lat 
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/n-f-2 — n positiv, also /i<m + 2, so wird Q für denWwth ar=l Null. 
bt dagegen m-f-2 — n Null oder nc^^ativ, so kann Q durch keinen be* 
atimmten Werth reo x auf Null reduoirt werden. Dies beweist, dab die 
Form, welche hier den Grofsen ^, A^ , A^ u. s. w« gegeben wurde, nicht 
auf diesen Fall pa&t, und eben so verhält es sieb, wenn m negativ ist. In 
diesen Füllen ist aber der Kettenbruch rational, und seine Summe ist 
schon früher gefunden worden. Ist /2<[/ra4-2, so hat man: 

und es ist 

vorausgesetzt, dals der irgendwo vemacbliilsigte Ausdruck --^ keipen 

nachtheiligen Einflub auf das Resultat ausüben kann. Die allgemeine Form 
dBeses vernachlässigten Ausdrucks ist: 

wo ^ desto gröber wird, ja weiter man in der Ent Wickelung fortgeht. 
Man setze jir* = «, so ist 



/ 



Das Terhältnib dieser Differeaziale ist -i* Setzt man « « oo, so ist -i » 1^ 

das Terhfiltnib dieser DiffSerenziale nShert sich abo dem Werthe 1, und 
dies wird daher auch bei den Int^ralen der Fall sein, da sie zwischen 
denselben Grunzen genonunen werden. Daher kann man unbedenklich 
den unendlichen Kettenbnicb als Werth von /(/ti, n) ansehen« 

Es ist zuwdlen nicht mSgliidi, aus der Formel (L.) den Werth von 
f(m, n) unmittelbar zu finden. Ware z.B.msl, /zs=l, so dab 

y(m,/J> = F(l + l:2 + 2:3+ etc.) 
wäre, so hätte man n — 1 =s 0, and die Formel (L.) wäre daher unbraucb* 
bar. Man suche aber den Werth von F(2 + 2:3 + 3:4 etc.), abdanu ist 
m = 2. /i s= 2. daher wird 



M 
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K^ 



£n 



1 






e— 2 

5^7 



r.l-t-l:2-i-::3....) = 1 + 



3—» 






7K. C 



/:-'' 

r^i 



i ' 



- . ^ 



^ ^ ?» 












TT- 



• * 






• r— I 

1, «=:: 



El 










-rr,». 



1 — 



« V 













= v-.. .- = 1. 



5 ^-t 



1 / r^jr'* :-j 

r 






-» 9 



r y 



t-:- /' 



5-,— r* = r 



& & 



■r» /• — r ^ /•, 
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•bo J». «ft 1^— ("^— *)g^ 

aber nach (iXf .) aus /(m, n) geftinden werden kanD, so ut es auch leioiit, 
den Zusammenliaiig zwisdien /(m, n) und /(m, /i — 1) anzugeben. 

70. 

Der Kettenbruflh iSs=m— -2 --—-sss<f>(m,n) (woi?I|A vrie* 






'"^^ "Xelc. 



der ganze posithre Zahlen sind) kann dienialls nach der in den froheren 
$• $• angewandten Methode smnmirt werden. Man mufii wieder zw« Fälle 
unterschdden» Ist n<m, so ist der Kettenbmch irrational| ist aber n^m, 

so setze man w— 1 — ^^~ ^ gagi, iw— 2 — >^~ ^ = «a» «• •• w# AU- 

dann ist «, n— 1 



-.l_ÖL=l2). 



m—l 



„ 2 ^"""^^ 

m — 3 etc. 



Dieser Bruch bridit ab und ist endlich; hkrdurch 
S gefunden« 

Setzt man mssn, so hat man 

m m — 1 



m— 



. ,_(■.+!) „_4_(j;;:a 



m-f>3«tc. m — 3«tc. 

folglich „_i , , -^v 

.^^jj— ^^ = m — 1 (vergl. $. 62.). 



m— 1 — 



m — 3 «Ic. 



Dieses Resultat hatte man auch direct finden können^ denn es fat 

m— 2 j — m— 4— ^ — 3 — ' 

folgUch 



m 



2 (»«-3) 



, (m —4) 
m — 4 «tc. 
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bt fK^nty so fiadet mao den WerA des Kettenbradw nMb §• 4 
Seist mm B«nlioh in der Formel (JT): 

rssly (3=sl, k^:m — 1, "yssO^ e«B-^l, »3=1, «ssn— 2, 

SohA BMa dp _ a« w — 2— (m~l)aF+»* 

"^ -^ IT* U^ ' 

Dieser Ausdruck wird fnr den WeHk «vi BoH. sobald /i<in irf^ also 



^' SS ^(m,Ä> 



Da£i der Rest vemacfalSssigt werden kann, labt sich bler wieder 
f. 6d. zeigen, bt z. B. /z:s2f mss3, so hat man 

4 — =- / ir*.»€» 

o etc. «f • 

Aus dem Werthe von (P(m, n) toigjt 

(«— 1) /*W.x»-»(i— x)'^-a X 
/*-«.«»-»(i-x)— *a^ 

Setzt man 



Femer folgt aus (iT.): 
oder 

d. h. ^ — (th — l)y = y% 

7^ — p— (m— l)q fV -r » / 9,(m,»i) — (m — 1) 



i 



1 
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ruBrnWin TerliSltiiifii findet aber aoeh Statt, wmib n^m ist. bt 
g.B. msaO, H=s4, so ist «S^y; ist mssi, /isb4, so igt <9 =?•?■; 

3 % 

iit mss2, n = 4f so ist «Ss^j; ist in,= 3, naB4, so fat «yss-l-, md 

1-3 
-^- u^ 3 — iS~3 —3 4 * 3 —3—3 , . . . ^ .. 
■»•n hat -y»|5T^, -j- = — j— , yrs— ^— ^. Jedoch ist es hier OM 

T 

so leidit, wie bei einem früheren Falle (§, M.), ehien demeirfaren Beweis 
fieses TerhSltnisses zn geben* 

Es ist hier auch wieder leidit, einen Zusammenhuig xwMehen 
^(m, n— 1) und (p{m,n) su finden, demi es ist 

^(ni,Ä — 1) = 

qj ■— t 3- (n— l)[y(m.ii)— (m— l)3 _^ (m— w+t)g>(w,ii) — fa~l> 

9)(in+l,ii) ^(m,ii)-(ji— I) y(m,«)— (ji — l) 

Der Kettenbmcb 



m 



wSrde aidi unter der YorauBsefaBUDg^ dafii n y^ m -|-/2i- 
gaoM ZaUen tiad| io den endCdien KettaBbruoh 



m 



^ (n-tJA) 



^^SA-^''-^^^ 



m — 3A elc. 

verwandeln^ sobald C^ ein Factor von n ist. Io diesem Falle Ist daher der 
Kettenbnieh prationale 

Aus dem Kettenbniohe S (§, 69.) ISlst sich die Summe einer un- 
sShttgen Menge von Kettenbriichen ableiten« Hier sollen nur einige her- 
vorgehoben werden j die schon friiher auf anderem Wege gefunden wur« 

den. Es sei der Ausdruck n -f- . , ^i gegeben* Man setze 

y + c=m, 2«+a = m, 7=«, «ss/i, ß=^0, b^ssn, so ist 

dO ^^ dx m — 2w — nx — (m— ii)rc* ^ 
O ~ ar • ii(l-ar*) ' 

ist /ISS 2, /7i=3, so hat man 

Cltllt*f ioiVMl cL IL Bd. XI. Hit 1. 8 
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IT 2ar(l— X») 2«(l — a?) ""** V ^^ » 

•bo ist fdr den Wertb x=:^i, Q == 0, folglich 

V /•* «r(l — <r)ax 1 /*• Vx.a* , * 4 4 « 

2 + 3 ^ n 



2 etc. 

WgBch - 

2 + i--^. =1+^ (yergl. 1.33.). 

^24-elc 
' Q ae t — X* 1 — x' 

1— X. Dieser Werth wird wieder Null für den Wertb ar s= 1, daher ist 

folglich 

-f I 2* log2 , i 1 , » 

14-2- 1 — logz 4 1» 14. * 

*^1 e«c. ^77^ ^ >og2 




1+r. ^-»««2 

(vei«l. $.28.). *•**• 

Setit man ßs2, £= 1» »ssi, ysl, assO, = 1, so erhfilt 

man den Kettenbruch 3 4.^1—- . Bier ist ^ ss 7 ^^^^."*"f!^ und 

p = [2~(l+x)*]n SoU Q Null werden, so mu& 2 = 1+«» sein, oder 
x«-i±^2, also-.^/-^tß^^|^i^^ Nunist 

y^.ij53^j^p;p-j = arctangV'(ji^ Eben 

«, findet n«n ^,^/^^'*^JE—.^t-^IL, ^ ^^^ „„j 

^ ö etc. 
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72. 
Um nun auch ein Beispiel zu geben^ v/o (ot -f a) -^ nicht die Summe, 
sondern nur die erzeugende Function i&t, möge die Summe des Kettenbruchs 

(F.) /i+i j 

' 5n elc. 

gesucht werden. Setzt man in dem Ausdrucke 

^+T etc. 

Statt X den Werth — • so hat man: 

n ' 
*!^ — 1 n 1 



oder 



•^+1 i+^ n-\.^ j 

TTT ^ " + 5 n etc. 

iL 

5 eic. 

I±i = » + ■!—, = W. 

' önete. 



sucht man dagegen den Werth Fon (F.) aus ^.^O.^ so ist ß'^b^sn, 
ßs=2/i, ys=0, c = l, a = 0, a=sl, folglich 

3C) ÖX 1 + 7IX JP* 



C) o? ' — 2/fx * 



Dieser Ausdrudc kann fBr kmien Werth vou or Null werden, so lange n 



l+Jc 



} 



positiv ist. Ist dagegen n negativ, so wird Q^=^e •^•x"*, für den Werth 
jr c= oo , Null. In diesem Falle ist 



A 



2nl • i±£!> 



^ 1^ P^ dx 

also wäre ^ | 






— 6« etc. ' in elc. 

8* 



*+ 



«•+ 



o 



im 








f1|»J-l:5s-^l::s.... 



1+«. 





«> =X-^-r 



f -i* 



t 4 * 



>..H<i'..>* 



••^r-- =*-r-rr *-»-r 






t>-*^^l 




dk. •• «rUk 



L ff» 






^^HJ^gf 



= -T=^ ^ >^:t2-. 












Urz. i^££ 



ri: iwn-£. 
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Hieraos fdgt y(t) ^ 4 % 



abo 






\ ebeo so kann man fFieder den Wei 
diese Weise fort, so erhSlt num 

yw =s 1 + ^ 



*(6+./?)^ 



»+2/»+* 



oder *+^'*+H:77'etc 

voransgesetzt» dab man den weggdassenen Factor (bA-(A-ii/^) ^^°^ 
Naditbefl für das Resultat vemadilSssigen darf. 

Sobald man also denWerth der zwei Reihen (f>(b% <p(b-^ß) kennt, 
so ist dadurch mittelbar der Werdi des Ketteubruohs 3 gefunden. Zur un- 
mittelbaren Summation fuhren folgende Betraobtuogen. Es ist 

"Tx* ■" bib-^ßiß* "*■ b{b-{.ß){b+2ß)ß» + • • • • 

^. (PC6; — g^, 1 ^ 

a^O o »yfr __ fr.y(ft)aa? _ (p(b)dx 

tp(P+ß) ~" b.ßdtpib) "" /J.eW) 

•^ ^ a'y(t) _ ay(&) <p(b)ds 

dx^ ~' ß.dx.S ß.dx.S** 
Substituirt man die Wortlie (3.) und (4.) in (2.)» so bat man 

-,.. ß.xStpjh) ß.xq>{h)dS , b.(f(p) _ x.(f{b) ß.xtp{b)dS , b.ff(f>) 

**W = -3:rs s» dx T" "~5" 53 s»d« **■ ""5^» 
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^^^ 5. S^dx—xdx + ßxdS^bSdx = 0. 

lotegrirt man diese GldehüDg, so findet man den Werth von S oder des 
Ketteqbf ucbes 9 und zvrar mufs man das Integral so einrichten ^ dab für 
den Werth jp = 0, S^b wird, weil, wenn jp = wird, <p(b)ssi^ 
^(A + 0) = 1, folglieh .S«* wird. 

Betrachtet man die Gleichung (5.) ab gegeben, so kann man den 
Kettenbruch S unmittelbar aus derselben ableiten« Denn setzt man 
«S 83 6 -f- -^ und feubstituirt diesen Werth in der Gleichung (5«)| so bat man 

S'*dx — xdx + ßxdS'—(b+ß)S'dx = 0. 
Diese Gleichung ist der Gleichung (5,) durchaus ähnlich , nur dals b + ß 
statt b gesetzt ist. Es ist daher S^ dieselbe Function von & + ßf ^^ ^ 
von Is man hat daher S's^b^ß + ^,^ S'' = f^+2ß+^, etc.» und so 

erhSIt man den ganzen Kettenbruch. 

Man kann cfie Gleichung (5.) l^cbt auf die bekannte Ricoatisohe 
Gleichung zurückfahren. Denn man setze: 

Szsix^.z^ so ist BSssix^dz'{- -^x^ zdxf 
und man erhfilt durch Substitution dieses Werthes die Gleichung 

x^.z'dx^xdx + ß.:j^ dz = 0, 
oder 5 

Setzt man nun «^ss ty oder x^sz t% so hat man dx= -3 — •'^, und snb- 
stituirt man diesen Werth in (6.), so hat man: 

Die letzte Form ist die, unter welcher dieRiccatische Gldoh 
gewöbiilich clarge8tellt wird. 

Die Möglichkeit, die unmittelbare Sunmie des Kettenbruchs S zu 
finden, hiiojit also von der Möglichkeit der Integration der Gleichung (7.) 
ab. Diese kann aber bekanntlich nur in dem Falle geleistet werden, wenn 

PL — 2 entweder =? 2, oder in der Form ^^qrj enthalten ist. Es muls also 
ti— — =0-7-7-7 oder ß = n=rv-r sem. Setzt man ^ , . = », so ist 
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ß =^ ±2 a^ 6 = (? i±i)cty und daber die allgemeine Form des Kettenbrnchsi 
dessen Summe möglicherweise durch die Ricoatische Gleichwig gefun- 
den werden kann: 

{A.) (2/±l)« + ^^ 

(2i±3)a + f^. . ,. ^ 
V — / I ^2i±5)a etc. 

Der Keftenbruch F(/i4-x:d/2-)-^:5/z....) ist in dieser Form enthalten« 

Man hat in diesem Falle bzssn, ßzss2n, und es mufs daher dieGIeiobuttg 

ö«— — d/-| z^dt^szO aufgelöst werden. Hieraus folgt : 















Setzt man statt t seinen Werth x^^ statt z seinen Werth ^^ sc hat man 

o — — ^ . 

FSr den Werth or ss muls in diesem Falle «9 = n werden ; da aber der 
Zähler im Werthe von «9 Ton selbst Null wird, so mufs auch der Nen- 
ner von selbst Null werden ^ d« h. es mub C = — 1 sein , also ist 

1$= — ^[J[ ~ -^, Dafs der weggelassene Rest hier keinen sohadiicben 

Einflufs auf das Resultat ausüben kann, lä&t sich aus denselben Gründen 
wie in $• 63. seigen. 

bt Jc == 1, so hat man S s^ -| — , wie schon früher gefunden wurde» 
Hat man den Kettenbruch F(/i — x:3n — x:5n....), so ist 

S = j^^;^ i = /^op.tang — , 

oder wenn man statt x den Werth a^ substituirt, so hat man: 

F[n — x^z3n — x^iSn...,} = x.tang — , 

und wenn n =: 1 ist : 

tangfx = F[ä?.1 — a:*:3— jr':5 etc.] 
wie schon früher gefunden wurde« 



M 



C Stern, 



(^) 






Rieeatitehea Chtrhaag 




, — Wccth 
bUabt 







■■ Fovrier's TUtrm d» Im 



faii>f.310C 



74. 




1. a 



+14 



T^Tü 



j.» (■+» 



+3+i 



lil »^ar, ■• eu«»Mgiif ArK« 



+4 «Ic 



(f.55.)iaidii 



(•••«*); 
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endKofaeD rerwanddo« Blan aede nemlioh: 

** "* ü^-l-a.'. «« - m-2— .» ^' '^ m-3-a. » '» 

2. .9 =r -("-*> 



f • • • •• 






111^4 ttc 

Man wiirdo bdessen sehr vreo, wenn man hier die beiden Keiienbrnohe 
(l.) und (2.) ab identisoh ansehen wollte* Ist s. B. /i = 3| m ss 1 ^ so 
Torwandelt siob der Kettenbmcfa (2*) in 
~2 ^ -2 

0-^^ j. "^0+* 



-2 i—-. 2+^ 

~4— =1^ 4+^ 

— 6 etcw " . 

6 etc. 

4 

Da nun der Kettenfaruch 2+ — ^ eonrei^rt und gH^iser wie Null is^ 

3— -— 

4aCc* 
to wBre der Werth von 8:sz^2. Man iibeneugt sieh aber leicht» dab 

der Werth Ton 1— ^— r positir und Uemer wie 1 ist^ weil allgemefai 
der KettaaNPuoh m— ^!^±^ nr% P<»It>w>A^Ü 4 "i^ ^<^ 

"*+* m+3elc 

bleibt intD bei irgend einem Theilbrudie ^T^_^^ steheoy w> bat man ^T _| 
>1, folglioh 2i±^i X- $i» "•*"-^ , . n >U 



m+r-S <1 






^'^ * ^ . a 5:n- Fahrt man auf diese Weise fort, »©findet «ich, 

Qdl^t Joaml i. M. Bd. XL XBL 1. 
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dals der Kettenbruch m^^!^^~ >m~l .^^^ ^^^ ^ ^ ^|^ 

Btimint geblieben ist, so gilt dasselbe auch von dem ins Unendliche fort« 
laufenden Kettenbruch« 



Die Summation einiger besonderen Formen findet man inLaplace 
M^e. cäl. T. IV. p. 254b und Legendre TV. dejonct. ellipt. T. IL p. 508. 
Die Summation einer besonderen Gattung von Kettenbrudien wird nodi 
spfiter (Kap. 6.) vorkonmoen. 

(Dte ForlKlzuic folgt) 
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5. 

Beweis der Lehrsätze No.40. und 41* im Anhange 
zum geometrischen Werke des Herrn Steiner*)* 

(Vom Herro Leithold, Zögling der Berliner Gewerbscbule.) 



[40.] ^Juegt man an je zwei von drei Kreisen^ ^ ßfY (Taf.L 
y^Fig* 2«)| welche irgend einem Dreiseit xyz eingeschrieben 
^isindy eine (vierte) gemeinschaftliehe Tangente u^, Jliy A^^ 
iiSO bilden diese ein Dreiseit AA^A^y in welches sich un* 
,^zShlige Dreiecke aaiOi so beschreiben lassen, dafs Ihre 
i^Seiten jene Kreise berühren; nemlicn: legt man aus einem 
i^beliebigen Punct a, Sn Ay eine Tangente aai an den Kreis 
,iy, aus dem dadurch bestimmten Puncte ai, in Ay^y ferner 
^^eine Tangente OiOa an den Kreis %y so berührt allemal die 
^^Gerade aca den Kreis ß.'' — Dieser Satz ist jedoch nur ein specieller 
Fall des folgenden allgemeinen Satzes (links): 

[41.] 9, Werden einem gege« [4L] ^^Werden einem gege» 
,ibenen Dreiseit xyz belle* ^^benen Dreieck \xi\ beliebige 
fibige n Kegelschnitte einge* yyii Kegelschnitte umschrie« 
yySchrieben, und man legt an >>ben| und man berücksichtigt 
,yje zwei, nach d^r Reihe un« ,,die nPuncte B^y B^y B^y .«••, 
,imittelbar auf einander fol« ,,^n> in welchen je zwei, nach 
,,gende Kegelschnitte, eine „der Reihe unmittelbar auf 
„(vierte) gemeinschaftliche „efnander folgende Kegel« 
„Tangente ^n ^29 -^3» •••* -^n> „schnitte sich schneiden, so 
„so lassen sich unzählige „lassen sich unzählige /lEcke 
„nEcke so beschreiben, dafs „so beschreiben, dafs ihreSei- 
„ihre Ecken, nach der Reihe „ten, nach der Reihe, durch 
„in jenen Tangenten liegen, „jenePuncte gehen, und dafs 
„und dafs ihre Seiten, nach „ihre Ecken, nach der Ord- 
„der Ordnung, jene Kegel- „nung in jenen Kegelschnit« 
„schnitte berühren« ^»ten liegen.'' 

*) System Atische Eotwickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalteo too 
Moander. Von X. Steiner. Erster Tbeil png. 306. 

0» 
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(„Bckiefe") Lige 
(Fig. 3.). Li f»- 



anberdeoi dotdi B, wie ^A^c»^^ 
ab doreh Bg , wie «i » Ai» e^ 4u ^li 
die TotoEtSC der der StrdUoB» e^ 
•f^f»f^>»»»» ^>der *i, Alf rj|,«j|,ej|,««««, 
weklw durch deaeelbeB Plneet^ A 
oderBj geiieB, Iwttt ein „ebener 
BtreklbischeV derP^iMlB 
Bi denen yyMittelpnnct,* 
<ne trtrMen n^ tp Cp ••••^ oder Cg^ 
^19 ^19 ••••9 yyStreklen* 
ben; je xwct eokbe SinUen» 
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len in jedon der SitdMhnrhri B 
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2. Jede zwei| in einer Ebene 
schiefliegende^ projeetivisohe 
Gerade^ wie ji und jii (Fig. 3.)^ 
erzeugen nun^ nach [{.Sd« lY, 
finks] des Steinersohen Wer«- 
kes^ einen Kegelschnitt^ nem- 
lieh^ die Geraden ji und Jlg 
selbst) nebst allen ihren Pro« 
jectionsstrahlen^ sind die ge« 
sammten Tangenten eines be- 
stimmten Kegelschnitti« 



(2. a.) Jede zwei| in einer 
Ebene schiefliegende, prcjfec» 
tirische (ebene) Strahlbii* 
schell wie B und B^ (Fig»3«ffO> 
erzeugen nun, nach [$• 38, IV« 
rechts] des Steinerschen Wer^ 
keS) einen Kegelschnitt, der 
durch ihre Mittelpuncte geht, 
nfimlicb, diese und dicDurch- 
schnitte aller entsprechenden 
Strahlenpaare sind die ge- 
sammten Functe eines be* 



stimmten Kegelschnitts« 
Die femer nothigen SStze aus dem Steinerschen Werke sind 
folgende : 

[§. 38« m«] 

3» Jede zwei Tangenten ei- (3«a.) Jede zwei Puncte ei« 



oes Kegelschnitts sind in An- 
sehung der Punctenpaare, in 
welchen sie ron den übrigen 
Tangenten desselben geschnit- 
ten werden, projectivisch, und 
zwar befinden sie sich in schiefer 
Lage« 



nes Kegelschnitts sind die 
Mittelpuncte zweier projecti- 
rischen ebenen Strahlbnschel, 
deren entsprechende Strah- 
len sich in den übrigen Punc- 
ten des Kegelschnitts schnei- 
den^ und die sich also in sdiiefer 
Lage befinden« 
[5- 10. ß. ] 
4« Das ganze System der ein- (4«a.) Das ganze System 

der einander entsprechenden 
Strahlenpaare zweier projec- 
tivischen ebenen Strahlbii- 
schel ist bestimmt^ sobald ir- 
gend dreiPaare gegeben sind, 
d« h« wenn irgend drei ent- 
sprechendeStrablenpaare ge- 
geben sind, so kann zu jedem 
gegebenen riertenStrahle des 



ander entsprechenden Punc- 
teupaare zweier projectiri- 
schen Geraden ist bestimmt, 
sobald irgend drei Paare ge- 
geben sind, d«h« wenn irgend 
drei entsprechende Puncten«- 
paare gegeben sind, so kann 
zu jedem gegebnen vierten 
Punct der einen Geraden, der 



TO 



6. Leithold, Beweis einiger geometrischer Sätze* 



eotspreohende FuDOt der an- einen StrahlbasoheU, der ent- 
dern Geraden gefunden wer« sprechende Strahl des anö- 
den« dernStrahlbttschels gefandett 

werden. 

ii. 12. m.] 

5. Ist bei irgend einer An* (5. a.) Ist bei irgend einer 



sahl iiGeraden^ in irgend ei« 
irer bestimmten Ordnung ge« 



Ansahl n ebener StrahlbS* 
sehel| in irgend einer be« 



nommen^ jede mit der darauf stimmten Ordnung genommen, 
folgenden projectivisch, so jeder mit dem darauffolgend 
ist jede mit jeder, also na« den projectivisoh, so ist jeder 
mentlich auch die erste mit mit jedem, also namentlioh 
der letzten, projeotivisoh« auch der erste mit dem letz« 

ten, projectivisoh* 

Und: [§. 41. h] 
6. Durch irgend fünf Tan« (0. a.) Dnrch irgend fünf 

Puncte, wie B^ B^y Oy b, c (Fig. 
3. a.), ist ein Kegelschnitt be« 
stimmt, d, h. fünf Puncte in 
einer Ebene liegen allemal in 
einem, aber nur in einem ein« 
zigen Kegelschnitt; indem man 
immer zwei der Puncte (i?, fij), als 
Mittelpuncte zweier projectivischen 
ebenen Strahl liüschel, und die drei 
übrigen (a, b^ c), als Durchschnitte 
entsprechender Strablenpaare anse- 
hen kann, so dafs die projectiviache 
Beziehung voiistündig bestimmt ist« 



genten, wie-*^, -^^i, a, 4, c (Fig.3.), 
ist einKegelschnitt bestimmt, 
d, h. fünf beliebige Gerade in 
einer Ebene liönnen allemal 
Ton einem, aber nur yon ei« 
nem einzigenKegelschnitt be- 
rührt werden; indem man immer 
Bwei der Geraden (^, -^i), als pro- 
jectivische Gerade, und die drei übri- 
gen (Oy 6f ^^ Projectionsstrahlen 
derselben ansehen kann, so dals die 
projectivische Beziehung vollständig 
bestimmt ist. 



Nach diesen Yoranschickungen lassen sich die vorgelegten Sätze 
folgendermaaisen beweisen: 

Beweis des Lehrsatzes unter [Nr. 40. J. 
Da die Geraden A und ^i den Kreis (Kegelschnitt) y berühren, 
so sind sie (3.) in Ansehung der Puncte, in welchen sie vou den übrigen 
Tangenten, wiex,j^, z, ^2> geschnitten werden, projectiviscb , folglich sind 
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f und fif 9 und t}if ) und Jm und namentliob auch o und ai entsprechende 
Puncte der projectivischeo Geraden A und ^i • Da eben so die Geraden 
jii und ^2 den Kreis (Kegelschnitt) » berähren^ so sind sie (3«) ebenfalls 
in Ansehung der Puncte, in welchen sie ron den übrigen Tangenten des- 
selben^ wie Xf Yj Zy a^ geschnitten werden^ projectivisch ^ so dals fi und 
l2y 9i und 92 9 Si und j^y und namentlich auch di und a^ entsprechende 
Puncte der projectirischen Geraden A^ und ji^ sind. Da nun A mit A^y 
und Ai auch mit A^ projectimch ist^ so muls auch (5.) A^ mit A pro* 
jectivisch sein^ und zwar sind, dem Yorigen «ufblge, f, und f, 92 und 9, 
J2 und §, drei entsprechende Punctenpaare^ wodurch (4.) die projectiyi- 
scbe Beziehung der Geraden A^ und A vollständig, und also (6.) auch 
der durch sie erzeugte Kegelschnitt bestimmt ist; es ist nemlich derjenige^ 
welcher die Geraden u^,, A und derf^n Projectionsstrahlen jp, y, z berührt; 
dies ist aber kein anderer als der Kreis ß. Folglich (2.) müssen auch 
alle übrigen Projectionsstrahten der Geraden ^2 und A den Krds (Kegel* 
schnitt) 3 berühren« Nun waren in den Geraden A und A^^ a und ai 
entsprechende Puncte; dem Puncte cli in der Geraden A^ entsprach fer^ 
if^er in der Geraden A^ der Punct (t2 , folglich mufs der Punct 4I2 in der 
•Geraden A^ dem Puncte n in der Geraden^ entsprechen; demnach (1.) 
ist Ol (oder 02 a) ein Projectionsstrahl der projectiTischen Geraden A^ und 
Ay und mufs also (2.) den durch dieselben bestimmten Kreis (Kegel- 
schnitt) ß berühren* 

Da nun der Punct a in der Geraden A ganz willkürlich angenom- 
men worden ist, so mufii allemal die, durch Ate Construction von a aus 
bestimmte Gerade a^ (oder 02^1) den Kreis (Kegelschnitt) ß berühren, folg- 
lich kann man unzählige Dreiecke so beschreiben, dab ihre Ecken in den 
Geraden A^ A^^ A^y liegen und ihre Seiten die Kreise ( Kegelschnitte) y, 
ee, ß berühren, was zu bewdsen war. 

Da die vorher angeführten Satze nicht auf den Kreis insbesotidere 
Bezug hhben, sondern allgemein Tur Kegelschnitte gelten , so wird äkuch 
der bewiesene Satz nicht auf den Kreis beschränkt sein, sondern mufs 
für jede Art von Kegelschnitten gelten. Da aber an drei Gerade^ Ay A^y 
A^y unendlich viele berührende Kegelschnitte möglich sind, so wird sich 
der Satz hiemach modificiren. Demnach ist auch der Beweis fiiir den 
obigen allgemeinen Sats (links) ganz analog geführt. 
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Beweis der LehrsStse anter [No«4L]« 



EstdenBit B«, B,^ .... B. be- 
liebige Kegebohnitte^ die einem ge- 
gebenen Dreiseit xy» eingeschrieben 
tind^ nnd man habe^ der Reibe naob^ 
«D Bif Bif B2 und Bj, Bj mid B^, 
...., B,K und Bg inuner die vierte 
gemeihsehaftliohe Tangente Jlg^ J%^ 

^3 9 ••*•» ^m griegt* DiePuncte, in 
welchen die Geraden Xj y^ z^ die 
Geraden ^i> ^^2» ^^9 • *• •f^m schn^ 
den 9 mügen re^ective fi» 91t |i; 

fi» 92» S2^ h9 9sy Ss^ • • ••; p«> 9i»f i„ 
beilsen« Man nehme nun in der Ge- 
raden ^1 einen ganz beliebigen Punet 
Ol an^ ziehe aus demselben die zweite 
Tangente «i an den Kegelschnitt B^ 
(die andre Tangente ist die Gerade 
Ag selbst), so wird jene die Gerade 
Ax in irgend einem Puoote o« schnei« 
den; aus diesem lege man wieder 
eine Tangente a, an den Kegel« 
schnitt B,, und fahre so fort, bis 
man aus dem Puncto a«^ in der 
Geraden A,,^ eine Toigente a^,^ an 
den K^elschnitt B„ gelegt hat; nun 
wird ffM^i die Gerade A^ in irgend 
einem Puncte a« schneiden , und es 
ist dann zu beweisen, dals die Ge- 
rade o„Oi (oder a«) den Kegelschnitt 
Bg berührt, was ganz auf dieselbe 
Weise geschieht 9 wie beim vor^en 
Satz» Denn, da die Geraden ^1 und 
A2 den Kegelschnitt £2 berühren,- so 
sind sie (3.) in Ansehung der Puncte, 
in welchen sie Ton den übrigen Tan- 



Es seien A^ A^f A^^ •••• ^^ be- 
liebige n Kegelschnitto, £e dnem 
gegebenen Dreieck f 9) umsduriebeii 
ttnd, und man habe üb Pnnoto Bg^ 
Bty B,, •••• B^fixirt, in weldMi 
sich die Kegelschnitte Ag und A^f 
Ag und A^y A^ und A^^ ••••^ A^ 
und Ag (aufiier in den drei Pundtoo 
p, 9, 1) zum Tiertenmale sdmeideii« 
Die Strahlen, wddie von denr^PiQio- 
ten Bi, Bst B3, ••••, B^ naeh den 
Puncten f» 9# i gehen, mSgen jre- 
spectire s^i, yi, %# äp», ^21 %i ^j> 

ys, %%i • • • .i dp«, yn% *. h«fiwi# 
Nun ziehe man durch Bg dne gans 
beliebige Gerade ^1, diese wird den 
Kegelschnitt A^ zum zwdtenmale in 
irgend einem Puncto bi schneideo; 
aus 62 ziehe man dann wieder durch 
B2 eine Gerade ^2 > wddie den K»» 
gcisohnitt A^ zum zweitenmde in ir- 
gend einem Puncte h% schndden wkd^ 
und fahre so fort, bis man aus dem 
Puncte 6».i im Kegdschnitt A^^^ dno 
Gerade K^g durch B^g gezogen bati 
diese wird den Kegelschnitt A^ in 
irgend einem Puncto b« schndden« 
Zieht man nun aus diesem durch B. 
dne Gerade 6. , so schneidet letztere 
die Gerade h^ in irgend dnem- Puncto 
&i, und es ist dann zu beweisen^ 
dab hg ein Punct des Kegelschnitts 
Ag ist. Da nun die Puncte Bg und 
B2 im Kegelschnitt A^ liegen, so sind 
sie (3. a.) die Bfittelpuncte zweier 
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geoten ^Mselben^ wie a^^ y^ s^ Ci y 
gcsduikten werden , profeoti?iieb| 
folglioli lind ft und j^f 9i un<l Vit 
|i mid it> vnd Bamentlich aueb üi 
«ad «t «itspredieiide Puaele; eben 
9ö sind ^ Geraden ^ und ^9 ufj 
nnd ^4 f • • «^ • I ^m^i nnd ^^ projeci* 
tinaeilt mid swar berSlKen ihre Pro« 
leedoMstrahlen renpeetire daeKegeU 
sdnitla JBjf B^^ • • • • 9 B^f deninneh 
entapraohen aiob in ihnen der Reihe 
nach die Pnnete: Uf Vtf itf ^1 «ad 
Ist 9a» y» <ts; hf 9^9 bf ^i ^^ hf 
9«» itf ^f ••••$ tm-4,9 9ii-i> i>i-ir ^ii-^i 

und r„ 9»» i»f ö»f foigJich (5.) aind 
aueb ^ji und jii projeotirisdi^ und 
awar itt ihn projeotivisohe Beasiei» 
bung bestimmt, da (4.) drei ent* 
^reobende Punctenpaare : jf^ und fi, 
9, und 9if tu und ji gegeben sind. 
Folglieb (6.) ist auch der dnreh ihre 
Projectivität erzeugte Kegelscbnitt be- 
stimmt; es ist nemlidi derjenige, wel- 
eher sie (^» und ^i) selbst^ und die 
Projeotionsstrahlen x, y, z berührt» 
Dies ttt aber der Kegelschnitt B|, 
folgUdi (2«) mnasen aBe andere Pro^ 
^otionsstrablen der projectiviaeben 
Geraden d^ und jI^ eben&Us den 
Kegelicbnitt B^ berühren* ijn dem 
Obigen geht aber hervor, dafs in 
den Geraden J^ und J^j a« und «i 
entsprechende Punote sind, also (!•) 
ist a« ein Projectionsstrahl dieser Ge» 
reden j und mufs demnach den Ke» 
gelschttitt Bi berühren. 

CMU«'i Jowitfa dL M. Bd. XI. Bft. I. 



pro|ecti?ischen ebenen Strablbuschet, 
deren entsprechende Strahlen sich in 
den übrigen Punoten des K^ebohnitts, 
wie |f 99 s» 62 scbneiden) folglicb sind 
4ri und sttf yiuadyt» Zivndztf und 
nameDtlidi auob ii und A, entspre* 
idiende Strahlen der projectiTiscIien 
ebenen StraUbttscbdB^ und B2; eben 
so sind auob die Puncte B^, B^, B^^ 
• • ^f J9„ dieMSttelpuncte ebener Strahl- 
bnschal, deren jeder mit dem folgen» 
den prejectiriscb ist, und deren ent- 
sprechende Strahlen rieb respectrpe 
in den Kegelsohnitten ji^, A^^ * . , . , 
A^ schneiden^ Oemnadb enfspreehen 
such in ilmen der Re9ie nach die 
Strahlen: Xi, ya, «2» *t nnd ^r,, y„ 
ib>A>i dieseundjr«,/«,«!, ^4^ ..,«; 
^r,^, y«^i, «*.i, Ä»^ und «»», y,, 
s«, Kp Folglich {f^.a.} sind auch 
J3ji und Bi die Mitteipunde zweier 
projectiyisohen ebenen StrahlbSschel, 
und «war ist ihre prcfectiTisehe Bo» 
siehung bestimmt, da (4, a.) drei ent- 
sprechende Strahlenpaate : jr. und Xx 9 
y, und yi, a« und Zi gegeben sind; 
daher (0« a.) ist auch der durch ihrn 
Projectifitfit erzeugte Kegdsehnitt be- 
stimmt; es ist nemlich derjenige, wel- 
cher durch £,, B|, jr, 9 und | gebt; 
dies ist aber der Kegdsahnitt A^^ 
folglich (2. a.) müssen alle übrigen 
Durchschnitte entsprechender Strah« 
lenpaare ron B^ und Bi , im Kegel- 
schnitt ^i liegen« Aus dem Obigen geht 
aber hervor, dals 6« und 6| swei ent- 

10 
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Da Dan der PiidoI üi io der Ge- 
raden jii ganz willkfirlioli aDgeoom- 
mea worden ^ der Beweis abo for 
jeden andern in ^i angenommenen 
Punct ebenfalb gültig ist 9 so folgte 
dab man nnzSliJige /lEoke 90 h^ 
schreiben kann, dab ihre Ecken, nach 
der Reihe in den Geraden Ay^jt^^ ^,, 
... .^1 A^ liegen, und ihre Seiten, nach 
der Ordnuogt die Kegebohnitte B|, 
Ba, B„ ...., B^ berähren, was xu 
beweisen war« 



sprechende Strahlen TonB, 

folglich mub auch ihr 

punct b| im Kegebchnitt A^ liegen» 

Da nun der Strahl h^ durdi B gana 
wOlknriicb gezogen worden ist, der 
Beweb abo für jeden andern, dnroh 
£j gezogenen Strahl ebenfalls gilt, so 
folgt, dab man unziihlige n Ecke so 
beschreiben kann, dab ihre Seiten^ 
nach der Reihe, durch die Puncto Bj , 
^9 ^sf ••'•> Bm gehen, und ihre 
Ecken, nach der Ordnung, in den Ke* 
gelschnitten A^y A^^ A^\ . • • ., A^ 
liegen, was zu beweisen war« 
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6. 

Aufstufungen der einfachen Functionen. 

(Von dem llerni Prof. OtlUnger in Heldellwvg.) 



17. . .♦• •• 

l^ine Reibe von Functionen , die unter einander nntbbfingig sein oder 
aucb in einem Zusainmenbange stehen können, werden auf die bekannte 
Weise bezeicbnet: 

• ••• ^^jj •^— 2> ^— -If '^0$ -^IJ •**!> '^Sf •••• 

Die Function X^^ deren Slellenzabl ist, beiliie das Mittelglied« Die 
Glieder auf seiner Rechten unterscbdden sich Ton denen auf der LirJten 
dadinrcb, dais jene positive, diese negative Stellenzablen haben« Diese Ei« 
genschaft bestimmt für den Fall, wo ein gemeinschaftliches Bildungsgesetz 
unter den GCedem der Reihe angenommen wird, die Verscbiedenbeit der 
Ableitungsweise« Die vorgelegte Reihe ist der Annahme nach unbeschränkt 
oder unendlich; sie kann aber nach Willkür beschränkt oder endlich an- 
genommen werden» 

Die Differenzen* Rechnung hat die Glieder dieser Grundreihe wei- 
ter untersucht, und gezeigt, welche wichtige Folgerungen sich an eine lei- 
tende Grundidee knüpfen lassen« Die Idee, weldie dieser Rechnung zu 
Grunde liegt, ist einfach und besteht darin: dafe sie cwiii Nachbarglieder 
mit einander vergleicht, das frühere von dem spatern abzieht, und den 
Überschufs beider nüher untersucht. 

An diese Idee wollen wir folgende ähnliche knöpfen, und von ei- 
nem vorhergehenden Gliede auf das nachfolgende übergehen 
und beide zusammen zählen, und femer das nachfolgende vom 
vorhergehenden abziehen« 

Das zuerst angedeutete Geschäft wollen wir durch das Wort Auf- 
stufung, das zuletzt angedeutete durch Abstufung bezeichnen« 

Die Differenzen -Rechnung hat das Grundgescbaft, worauf sie be- 
ruht, mit dem griechischen Buchstaben £k be^ieicbnet; nach dieser Analo- 
gie soll das Geschäft des Aulstufens durch einen andern griechischen Buch- 
staben ^ und das des Abstufens durch ^^ angedeutet werden. 

Nach diesen Bemerkungen ergeben sich für die genannten drei Ge- 
schäfte, die wir an den Fonctionen der vorUegenden Reihe vornehmen 

10« 
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kSniim, folgende Gleichin^en: 

L iiir das Gesohüft des An&tiifeDs: 

2. I5r das GeschSft des Ufitersobied- Nehmens: 

3» fw das GesohSft des Abstufens; 

^JC„ sss J^ *— <Xm4i# 

Die FimelioiieB mui^ die auf £e genannte Art beliandett werden soOeiit 
sollen mit dem aUgemeinen Namen aufsteigende Functionen fo» 
nennt werden* 

Nadidem nun die Prindpieo desGaleub fastgesteOt sind» so wenden 
wir uns suerst zu der Betraohtimg der aufirtufimden Functionen) und an» 
ciiett üire Büdungs« und Ableitung|i*Gesetse aut 

S. 2. 

Aus dem unter L angegdMien Grundgesetze ergeben sich leicbt 
folgende^ die Ableitungsweise rerdeutUchende Fülle: 

^X^ 5= JCo + JKj und iX^ sss JLi + ^o> 

I^X, = X, + X, - ^x^^x^. + x^^ 



u# s« w« u« s» w« 

Diese DarsteDungsweise fuhrt auf eine zweite Reilie Ton folgender Form: 

•••• %X^^j ^^^tf iX^^^ iX^y ^^19 iX^y ^Xy^ •••» 
die man die erste Aufstufungs^Reibe, oder sdileebthin Auf stuf ungs» 
Reihe nennen kann« Nimmt man nun weiter Aufrtufungen ron den er^ 
sten Aufstufungen , so werden die Glieder der ersten Aufrtufimgs« Reibe 
eis Glieder der Grundreibe betrachtet^ und man wird ron den Gliedern 
der ersten AuistufuDgs- Reibe auf die der zu findenden Reihe, auf diesdbe 
Weise übergehen, wie man von denen der Grundreihe, auf die der ersten 
AufstufuDgsreibe übergegangen ist« Daraus werden folgende Gleichungen 
entspringen : 

ixXo^iX^^iX, und ? J^-i = ?JC_, + ^X», 
^X, = iX, + iX^ -. ^X^ s= iX,, + iX^, 

II. s. w. a. s« w. 
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iliflriii wird unter C^Ü ^ Aa&tiifmig n« der Aii&tirfiiiigt oder die 
sweito Au&tufuog verstanden. AUe^ «of die genannte Art gefundenen 
Nieder Tereinigen wAk wia folgender Reihet 

• ••• C-XL-i, ^X^^j ^X^xj v^$ y^^ij C-^«f v-^sf •♦•• 
die fSglich sweite Au&tufiangs^Rtthe genannt wwden mag« Setaen wir 
diese Ableitung weiter forty so g^angen wir nur dritten, vierten u«s«w« 
Aofirtufungs^Reihet und dadurch an folgender Darstellung: 

• • • • •^•-8> «Ä^u ^09 *^1> ^ilf • » • • 

• • • • ^-X^tti 5; J^-if s -^Of v^i> S "^ti • • • • 
*• {•••• ^«XLj, ^X^xf \Xq^ ^Xiy ^Xxf •••• 

• ••• %X^29 b"^-4> b^> b-^i» ^X-t^ 



• • • • 



Bfan kann nun auch den umgekehrten Weg betreten, und von der Sten 
auf die 2te, von dieser auf ^ erste Aufstufungpreihe, dann auf die Grund» 
reihe ubergdien, und es ISbt sich leicht erkennen, dafii man dadurch aitf 
Seihen kfimm^ die vor der Grundreihe liegen, l>ei denen die SteltonaMihlen 
der Glieder, wie hier, unverändert bleiben, die Exponenten von ^ aber 
negativ werden und fiallen« Die aunSchst vor der Grundreihe liegende 
wird folgende Gestalt haben: 

^ dieser vorhergehende, folgende: 

• ••• s •^-*> b -^-i» S^09 C^Xiy ^X^j •••• 

Die Fortsetzung dieser Ableitung fuhrt zur folgender Zusammenstellung: 





• ••• ^"^x^^y b "^--if C^^Xof C" Xif ^ x^f •••• 

2L^2f ^— J> Xq^ Xiy Jl2, f • . • 

Das Gesetz für die Aufstufimgen, weldies beiden Darstdlungen 4« und 5» 
wa Grunde lieg^ stellt sich durch folgende Gleichungen allgemein dar: 

Whr gdien nun, nach der Feststellung der allgemeinen GrundaSge 
Calculs, zu weiteren Folgerungen über, und stellen zuerst dasGo- 
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setc, wonach irgend ein Glied einer spStem Au&tuEungs-Rdbe aus den 
Glledem der Grtmdreihe dargestellt wird, dar. 

Setzt man zu dem Ende in (7«) mes:2 und ^ns^fX^ w^ entsteht: 

Stellt man Csrner die ersten Anfstufongen ^X^ und ^X^ nach den Glei- 
ehungen des vorhergehenden §• duroh die Glieder der Grundreihe dar, 
und ordnet tte nach den StellenzaMen, so erhSIt man: 

%Xq es Ag + Aji 

Xg -f- Aj, 

und hieraus durch Vereinigung: 

8. ^X,^Xo + 2X, + X,. 

Auf gleiche Weise stellt sich ein Glied der dritten Auistufungsreihe aus 
denen der Grundreihe dar, denn wird in (6,) /7i = 3 und + vz = gesetzt, 

Entwidcelt man den Ausdruck (^Xq und ^Xi nach der Gidchung (8.), 
letzteren dadurch, dab man die Stellenzahlen erhöht, und ordnet die er- 
tmltenen Glieder nach den SteHenzahlen von JKT, so aebt man hieraus : 

{^Xq aa Xq'^ iXi'^ X^ 

Die Vereinigung dieser Glieder erzeugt: 

Eben so findet rieh folgende Darstellung: 

^'Xo CS JJfo + 4'X, + 6X2 + 4X, + X4 u« s« w. 
Man erkennt aus den behandelten Fallen leicht, dab das Übergangs -Ge- 
setz bd allen Reiben gleich ist, und es wird daher allen Reihen, die gleich 
weit von einander entfernt liegen, ein gleidies Ableitungsgesetz zu Grunde 
liegen. Eben so erkennt man leidit, dab die Glieder der entwickelten 
Reihe mit Vorzahlen verbunden sind, die mit denen des Binomiums fiber* 
einstimroen müssen , da sie auf dieselbe Weise erzeugt werden« Das all- 
gemmoe Ableitungsgesetz liilst sich also so vorstellen: 

Die Identität der entwickelten Reihe mit der Darstellung des Binomiums 
wäre vollkommen, wenn die Stellen^len von X als Exponenten erschie- 
nen. Zeigen Yrir diese Übertragung der Exponenten auf Stellenzahlen, 
um eine Übereinstimmung mit dem Binomium herbeizuiühren , durch den 
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grieehiadieo Buchstaben © an (ef. DiSerenziaU Calc»! ^ Mdnz bei S. MuU 
ler, Pag- 200 u. ff.), wonach abo Q'^'X^ liir X^, zu setzen ist^ so g^t 
die vorstehende Gleichung in folgende über: 

und diese ) wenn S;,, das mit jedem Gliede verbunden ist| ausgeschieden 
wirJ| in folgende: 

Hieraus geht eine ganz kurze DarsteHung hervor, und es ist; 

12. f*js;, = (i+erx;,. 

Berocksiobtigen wir, da& die gemachten Schlüsse nicht allein von dem 
MittelgUede der Reihen, Xoy sondern von jedem andern GHede gdten, so 
reiben sich hieran folgende Gleichungen: 

und 

§. 4. 
Auf das Zusammen&Ilen der so eben gewonnenen Entwidkfungeo 
ihit den Gesetzen des Binomiums gründet sich der weitere Schlufs, dkfit 
die Binomial« Gesetze mit ihren VerSndeningen auch auf die Aufstufimgen 
übergetragen werden können. Soll daher ein Glied einer Reihe, die votr 
der Grundreihe liegt, durch Glieder der Grundreihe dargestellt werden, 
so ergiebt sidi diese Darstellung unmittelbaff, wenn wir in der Gieiehung 
(12.) — m statt m setzen, und 0^-1 der Anordnung i^Q vorziaheiK 
Hiedurdi gewinnen wir 

15. ^J5i«(l + 0)-Xi = (0+ir*-X; 



, m(m+i) Y 



• • • • 



■m 1 

Eben no folgt aus (13.) und (14.): 

16, ^--x, =(0 + i)-js;, « x^--x;^, 

17. ^3L^= (0 + ir"'XLp= X.^— -^X,,.^ + .... 

Diese Darstellungen lassen jedoch keine Eingeht in die Entwicklung selbst 
SU, daher theilen wir noeh folgende andere nut, die uns Veranlassung zn 
manoherlei Anwendungen gebea wird« 



^ __^ '^ • • • 

m 
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Setast man nemBch in dn Gieidning (6.) m =s 0, und statt n aiU 
mShlig die Wertbe -— 1» — 2^ — 3^ ••••^ so hat mao Torarstt 

imd durch UmstellnDg luid gleiche Behandlung folgende i 

5 X.2 SS X-3 — ^ ^ I 



Die Substituirang der gefundenen Werthe tencfaafR die MSgfiohkelt^ die 
Fnnotion ^''^Xo durch zwei, drei^ vier u. np w« Glieder der GrundreSM 
darausteUen, nnd man hat für die Darstellung durdi zwei Gliedert 

^•" Xq s=s 3C-t — 3^4-§.~ X^f 
durch drei Glieder: 

durch vier Glieder: 

mid allgemrin durch (/i-|-l) Glieder: 

Nehmen wir aber eine Substitution bis ins Unendliche an, so wird aueh 
die Gliedennsahl «nbesdirfinkt sein, nnd wir erhalten abdann folgende 
Gleidiungs 

Wir haben demnach swei Darstellungsweisan fiir die Glieder der "RcOie, 
welche der Grundreihe TOfbergeht^ gefunden^ und j^war durch eine endf» 
liehe und unendliche Gliederanzahl« Diese Eigenth&mlidbkeit der* 
auistufenden Functionen halten wir fest^ und legen sie fBr weitere Bnt« 
Wickelungen zu Grund« Der Kurze w^en wollen wir die Functionen 
^*Xof ^*-X^if ••• ^*JCon«s. w*, ZOT Unterscheidung von ^X^, ^JK^, ...., 
durch den Namen negativh Aufstufungen bezeichnen« 

Die entwickelte Darstellung der zweiten negativen Au&tufung ge» 
winnt sich dadurch > daCs man die Aufstufung von der ersten Aufstiifuz^ 
nimmt, oder, was diesem gleichkömmt, dieGM€hungen(18,) und (19.) mit 
^^ vervidfacht, und dann die einz^en Glieder der Gleichnny nach dati 
in (18.) und (19*) gefundenen Vorschriften entwickelt« Suchen wir daher 
zuerst die Darstellung für eine endicbe Glieder- Anzahl, so gewinnen wir 
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dadurch, daCi wir die Glieder der Gleiehung (18.) mit ^'^ rervielfacheu : 

Die Gleichung (18.) gilt fSr (/i +1) Glieder der Grundreibe« Damit nun auch 
hier eine Reibe von (/i + l) Gliedern der Gruudreihe gewonnen werde, 
80 mub das erste Glied auf der rechten Seite des GleicbbeitS'- Zeichens 
^X^i nach (18.) so entwickelt werden, dab (n^l) GUeder det Grund- 
reihe vorkommen. Seine Stellenzabi aber ist um 1 niedriger als die von 
^'Xo, daher .müssen bei der Entwickelung von ^^X_i die Stellenzahlen 
sammtlich um 1 erniedrigt werden. Demzufolge erhalten wir: 

Mlrd das zweite Glied — ^^-XLj auf gleiche Art entwickelt, so müssen 
die Stellenzablen der Glieder in der entwickelten Reihe, der Übereinstim- 
mung wegen^ so weit henmter geführt werden, dais das letzte Glied 
unter folgender Gestalt X^^i erscheine. Hierzu werden nur n Glieder der 
Grundreihe nothig sdn^ denn es ist 

Behalten wir die angegebene Entwickelungsweise bei, und berücksichtigen 
wir, dals die Entwidcelung jedes spätem Gliedes ein Glied der Grundreibe 
weniger liefern wird, so entsteht durch Einführung der entwickelten Rei- 
hen und Ordnen nach den Stellenzahlen der Functionen: 

^'^x^^ x,-x.3 + X-4-X.5 .. V. (-)" x...(-r+V"' x.n.2(-r+'r x„., 

— X.3 -f" X^ X.5 • • ^ • ( )" X.„_2 (r^T S ^-»-2 

+x^-x^ .-.. (-rx.„^,(~)«+^^-^x,^, 



(-)-X.^,(_)»+i^-iX.,,,. 
Die Übereinstimmung der Glieder der entwickelten Reihen in verticaler 
Richtung macht ihre Vereinigung in eine einzige möglich. Berücksichtigt 
man, dals das erste Glied einmal, das zweite zweimal, das dritte dreimal 
U.S.W., das (/i + l)te (/i + l)mal vorkommt^ so hat man: 

20. ^Xo = X.2— 2X^3 + 3X^~,...(— )''(/i4.1)X.^, 

Leichter gewinnt man die Darstellung der zweiten negativen Auistufung, 
durch eine unendliche GUeder «Anzahl der Grundreihe; denn die Grenz- 
glteder, die bei der vorstehenden Ableitungsweise nothig werden, fallen 
weg- Diese Bemerkung führt uim^ttelbar «a folgender Darstellung: 

Cr«lle*s Jonrnal d. M. B<1. XL Hft l. 1 1 
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21. ^' jr„ = Jf^ — 2X_, -f. 3X_ — 4 jr_5 + . . . . 

Zur dritteo negativen Au&tafung fuhrt das Verrielfadien der zweiten mit 
^'. Es ist dso 

Werden nun die AusdrüdLe ^X.,, 2^*J1C_^, .... in entwickelten Dar- 
stellungea» nach Yorsdirift der GleicfaiBig (18.), so eingeführt, dab (i+l) 
Glieder der Grundreihe ersdittnen, so fallt die Stdlenzahl des letzten 
Gliedes der Grandreihe auf — (n + 3), und es oitsteht folgende Darstelhmg: 
= X.,— 5L.+ XL,- 3U4... ..(-)• 3L..,(->"+' $^X_^ 
— 2X_, -\- 2X1^— 2X_« + . . . . (— )" 2X_^(— )*»-»2 ^ X.^ 

+ 3X_5 — 3X^ -\ (—)" 3X^,(— )^' 3^ 

— 4X-0+ .... (-)"4X_^,(-)-+'4^» JS 




(_)-(„+l)X^.,(-)-H->(„+i)^-iX.,., 
(_)-+. (^ ^' x_,. + C"» X_.) . 

Auch hier lassen sich die Glieder der Vertical-Reihai vereinigen, wmn 
man b«^cksichtigt , dafii 

ls=*:H 

' ~ 1.2' 
! + '> = — 

1 + 2 + 3 = f4, 
l + 2 + 3 + 4=i|. 



1+2+3 + 4 + 5 + .... +(« + !) = ^'"*-|>^^"+^) 



r dritten ne^^tivoi 
Grundreihe: 



^ ■•'*-» i2^-*+i:2 -* ••••^"■^ O '^-»-' 



•-^^w^i-.3 



gewinnt sich die Darstellung der dritten n^ativen Aufirtufung 
einer Function durch eine unendliche Anzahl Ton Gliedern der Grundrdhe 
denn es fallen die beschrankenden Glieder aus dem Cakul wes« und wir 
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erMien unmittelbar: 






•m— « 



Der Gang für die Ableitung der höbem negativen Aufstufungen bewegt 
sich in denselben Grenzen, und bleibt für alle Falle gleich» Das Bildung«- 
gesetz, wdlches einer endlichen und unendlichen Gliederanzahl zu Grunde 
liegt, läiGit sich in seiner AUgemänheit aus den behandelten Fällen erken- 
nen. In Worten es deutlich machen zu wollen, wäre zu weitläufig, da- 
her mag es in folgender Gleichung vorgelegt werden: 

^^. ^ JSo — -2U»— i.2....(m-l)^^'^-*+1.2....(m-l)^-'»-^ ' • • 
/ xn-t n (w+1) .... (/i+m— 2) y. . ^, w («+!).... (n-fm—l) ^ 

V~^ 1.2....(m-~l) ^— -H-U~; r:2T...(m-l) ^-~-» 

^""^ l 1.2....(m— 1) ^ ^-rn-n-l 1.2. ...(m^2) ^ ^-m-.-!-!-*-' - 

oder in Zddien: 

For eine unendliche Gliederanzahl gilt folgende Darstellung: 

24. C ^0 = -SL^— 1.2. ...(m—1)^-'^* ■*" 1.2....(m-l)"^-'"-* —..... 

oder 

25» ^""'^•iy = Jk«^— ^,n— lll-^— m— 1 + jm^lj!-^— m— 2"^ • • • • 

Die Entwicklungen (24.) und (25.) fallen mit (15.) vollkommen zusam- 
men, wenn man beriicksichtigt, dafs 

m _ 2'"-*!* 2.3.4....(m— l).m 

1 ~ l»«-*'* "" 1.2.3....(m-l) * 

m(m+l) _ 3*"-*»* _ 3.4.5....(m— l).m(m+l) 
1.2 "" l»^*!* ~ ' irr2.3....(m-I> ^ 

yn(m+l)(m+2) _ 4*^-*»* _ 4,5.6....(m— 1). m(m+l)(m+2) 
1.2.3 "" l'^»»* "" 1.2.3....(m-l) 

u« s. w« ist. 

§. 5. 
Wir wenden uns von der so eben beantworteten Frage zu der um« 
gekehrten : Wie vrird ein Glied der Grundreihe aus den Gliedern der Auf« 



84 6. Ottiingtr, JUi/aufungen der eimfaehen FwutUmm, 




shifuDgs-Reihao abgeMteC? Za dem Ende tetseo 

chuDg (6.) m =s 1 und ^ = 0^ und arfaaltai durah UBMtellnBg 

Diese Gleichiiiig wird ubb ab Yorschrift für die Abie itaagea dienen. 
Stenenzahleo dieMr Gleichung können, wie oben geM^ worde, 
Willknr wboht werden. Erhöben wir sie um 1 , so irt 

Setzt man nun statt des ersten ^edes ^^i auf der reoUen Seite des 
GleichbeitaaeicbeM den Werth, den man durah TenrielfiMhen der Glei- 
chung (26.) mit i erhÜt» also ^X^^z^ Xo—^X^y und statt des zweiten 
Gliedes X^ den Werth naoh (26.) unnultelbar, so eriudten wir 

•"^ 27. X, = ^Xo — 2^ + JKo* 

Erhohen wir hierin die Stellenzahkn, so entsteht: 

Behandefai wir nun die AusdrSclLe auf der rechten Seite des GWchheüa- 
Zeichens auf die eben an g eg ebe n e Weise nach (26.), so mt 

Cx, = C^.-C^y ^x. = c^o-ix,, und JT, = C^Xo-Jr„ 

-2CX^ + 2iX^ 

Die Vereinigung dwser Nieder erzeugt: 

Das Ableitungsgesetz zeigt einen unferäiiderlichen Giang. Torahlen und Ex* 
ponenten von ^stimmen mit denen des Binomiunia ; es wird also idlgeuwin: 

28. -V, = %Xq i"C*^ X,, + 'i 2 — i^ Xq — . . • . ( — j X^ 

odrr, wenn X^ ausgeschieden wird: 

29. X. = (^— irXo. 

Auch hier gilt d« nemliche Abieitungsgesetz für dieReaien, welche Tor der 
Grundreihe li^en: dien so bei erhöhten oder e r ni e dr igten 
und es wird 
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f. 6. 

Wir haben bisher die Uoiersudiung der aufstiifeDden Funotionen 
ganz im AUgemeinen gehalten und ihre EigenthSmhVJikdtep weiter erforsoht« 
Das Allgemeine gehört dem GelMete der Speoulation an» Das Concrete giebt 
Ld>en und Anschauung« Um nun Anwendungen madien su können, müs- 
sen wir diese allgemeine Betraohtungswebe yerlassen, und uns auf das 
Speoidle besohränken. Wir nehmen deswegen an: die Glieder der Grund« 
reihe in (4«) und (5.) stehen in einem solchen Zusanunttihange^ dab jedes 
nachfolgende Glied aus dem vorhergehenden auf gleiche Weise mitteist 
dner Teraaderlichen Grolse abgelötet werde« Bezeichnet man nun das 
Mittelglied, als die Function, aus der alle Glieder erwachsen, durch fx^ die 
Zunahme der yeranderlidien Grolse mit dx^ so zieheai wir hieraus fol« 
gende Darstellung: 

31. /(or — 2Ax), /(x— Zior), /^, /(x + Ax), f(x+2i^x).... 
Die Torzuglichsten Functionen, welche die Analysis aufgefunden hat, sind: 
x'^y x^^9 a*j logjp, sinjr, cosx« Wenden wir nun das Gesagte auf die 
genannten Functionen an, so fuhren sie zu folgenden eigenthnmlichen 
Grundreihen, und zwar: 

fir die Potenzialgrölsen : 

32*. JP^, (jp + Aj?y, (dP+2Aar)P, (a? + 3Aap/, ... . 

Inr die Facultäten: 

33. «^^, (jr+Ajpy'^% (x + 2Aa?y% .... 
fSr die Exponentialgröisen : 

34. a*, a*+^*, a*+^, ö*+^^, .... 
für die Logarithmen: 

35. logjT, log(a?+ dx)^ log(ar + 2Aar), .... 
für die Sinus: 

36. sinar, sin(ar+Äa?), sin(jp + 2Ajr), . . .. 

fiir die Cosinus: 

37. cosjp, oos(j?+Aa?), co8(dp4-2Ajr), . .. . 
Einfiichere Darstellungen ergeben cdch noch, wenn /(iar= 1 gesetzt wird. 

Wir gehen nun zu den Darstellungen der Aufstuiungen der Functio« 
nen selbst über. Sie zerfallen, ihrer Natur nach, in die positiven und ne« 
gatiyen Aufstufungen. Die Grundgleichung, welche für die Darstellung der 
ersten positiven Aufstufung jeder einfachen Function gib, ist: 

38. Ifx = fx +/(^+ ^^). 
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Sie fahrt zu der eUgemeinen Tbridirift: Man lasse» um die erste 
AafstufuDg einer Fanetion zu erbalten» die verlnderliehe 
Gri^fse einer Function um A^r wachsen» und zähle die ur- 
sprüngliche Function stt# 



I. Darstellung der AaÜBtuftingen der einfachen Foncdoneni 
wenn die Zunahme Ax eine endliche Gröfse ist. 



^« Darstellung der positiven Anfstufungen der einfnohen 

Functionen« 

§. 7. 

Darstelioiig dar Aabtafongen der FotennalfuncdoDan ^'^x''. 

L)ie erste Au&tufung der PotenziaUunction x^ wird sich nach (38.)» wenn 
fx^^^ gesetzt wird» durch folgende Gleichung bilden: 

Wird dasBinomium (or+Ajry in eine Reihe entwickelt» und die gMohen 
Glieder vereinigt» so entsteht folgende entwickelte Darstellung: 

Iftt aber /jr sc — SS jr""'*» so wird 

^.rT a^~ (ar+Aa:)» x/'(x+Ax)p * 

Berücksichtigt man» dalli der Ziuhler in dieser Darstellung» af+(^+^^/ss 
ii^sX^ ist, so gewinnt man 

40 ^l==_.if!_. = Jf!L. 

• ^ xv xA'(x+Ax)P (jc^^)'' 

Die entwickelte Darstellung giebt folgende Gleichung: 

Die nemliche EntwidLelung gilt auch for Functionen mit gdtHtHAeoen Ex« 
ponomon» x', x \ 
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Die hohem Aufrtufungen von x'' ergeben «eh unmittelbar aus der 
Gkiohung(lO.), wenn X^^=zfx=za^, x,^f(x+^x)=:(x+Ci^xr u.s.w. 
gesetzt wird. Es ist 

42. ^-xP=xP+f(*+Ä*)p+^^^^ni^^(*+Äxy+.... 



• • • • 



Werdai die Biaomien der entTrickelieB Rdhe in R^en dargestellt, so 
entsteht : 

+ m{x^+ £-x^' ^.T+^^^xP-\^xf+ ,.„+(^xy) 

Eine Zusammenstellung der Glieder dieser Reihen nach den 8teigend<^a 
Potenzen der Zunahme fuhrt zu Folgendem: 

43. ^"a:'> = (l+-^ + 2fel) + + T+l)^ 

Eine andere Darstellung wird durch die Gleiehung (30.) gewonnen, wenn 
man sie als Vorschrift betrachtet, von ihr auf die zweite Aufetufnng*, und« 
von dieser auf die dritte nach gleicher Methode u. s. w« fort geht* Diese 
Ableitungsweise ist die zurücklaufende, und wird demungeachtet zu einer 
unabhängigen Bildungsweiso fuhren. Vervielfacht man nemlicb die Glei^ 
ehung (39.) mit ^y so entsteht: 

und die Entwickehmg der zweiten Au£stufung verlangt, dals alle Glieder 
auf der rechten Seite nach Vorschrift der Gleichung (39.) dargestellt wer-* 
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• • • 



dea, was leidit dadurab mxwetkt wird, dafit allmüfag p, p — 1» ;»— -2, . 
statt p in (39.) gesetzt werdm. Ordnet man dann nach den Potenzen 
von ^Xf so flieÜBt hieraus: 



farP = 2';rP + 2^ 



Z\ 



+ 2-?- 






x>^XÖjcfi.2^^^ 



(p.l)(p-2) 
'^ 172 



1.2 



0^2) 



2 P(p-l)(p -2) 



1.2.3 



xP »(ilr)'+.... 



Die Vorzählen der einzelnen Glieder bestehen in Faoultäten, deren Zähler 
harasoniren, deren Nenner aber verschieden sind. Bringt man Harmonie in 
diese durch Vervollständigen, so folgert sich hieraus leicht *die Darstellung : 



»P 



^xP=z2''x^ + 2*fx^^x+2.i 

4-2.1 



£(£1^)1^)^3(^)3. 



£^jrP-'(ilr;'+2.1 

+ 3 

+ 3 
+ 2.1 

Nennt man nun die Vorzahlen der Glieder dieser Reihen, der KSrze we- 
gen, ^i, ^2f -^3, ••••, so stellt sieb die vorstehende Reihe so dar: 

Aus dieser Reihe leitet sich die dritte Aubtufimg doroh VervieUhohen eller 
Glieder mit ^ ab. Daher ist : 

Werden die Ausdrücke ^jb'', ^a^^f ^^i^% oach Vorschrift der Gleichung 
(39.), in Reihen entwidcelt, so fülir«i sie zu folgender Darstellung: 

+ 2-^,£^£~>*^*(A*)' + .... 

Die nemliche Bemerkung, wie voriiin, aber die Facultäten dnr Vorzahlen, 
rechtfertigt folgende Darstellung; 
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-J-«^»/Ji»+ Ai 



e^5*^»(Ä*/+ ^. 



Efc^^^,+. 



1.2 

+3^, 

+2^4 

Da8 BfldungsgeMtZy welches den TonEalileB dieser Reihe zu Grunde K^» 
tritt deutlidi hervor« Nennt man £e Yorzahl des (/x4-l)ten Gliedes die* 
ser Rdhe B^^^ so hat man: 

Da nun der Übergang von einer Aufstufimg su der folgenden unverändert 
derselbe bleibt, so ist auch das Tcnrliegende Bildungsgeset« allgemein« Sind 
die Vorzählen der vorhergdbenden Aufstufimg bekannt so können aus ihnen 
nach (44*) die Ton^hlen der nadifolgenden gebildet werden* Wendet 
man dieses Bildungsgesetz aui so fShrt es zu folgenden Ent Wickelungen: 

45. f JP^=: 4jrP+ ^paf''^-^^ 6£if^«P-»(/^jr>^+ iQV^£^p^a?^'^i^C^y^.... 

^ «P = 32 «P+80;>«^'A*+240E^^«M(/ir)»4.800Eif*-§^*^ (A»)»+.. .. 
11. 9. vr. 
Auf glaohe Weise laasen sich die Avfiitiifinigea for ari* beetiininen. 

i. 8. 

Anwendoo^eD der GleichoDgen des rorigen $. 

Bezeichnen wir nun die mte Aufstufung von x im Einklänge mit 
den Darstellungen (45.) durch folgende Reihe: 

worin tniy m^^ m%^ • f • • die Vorzählen bezeichnen« wie sie nach der 
Gleichung (44.) gewonnen werden, und berncksichtigen wir, dafs die 
Gleichungen (46«) , (42.) und (43«) Darstellungen fpr eine und dieselbe 
Sache sind, so ergiebt sich aus der Vereinigung von (42.) und (44«) fol- 
gende neue: 

CieDc*» Jonrnaa dL IL Bd. XI. Hft. 1. 
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47. xf' + ^{a: + äary+'!^^^^ 

worin die Reihe auf der linken Seite als Summenrdhei und die auf der 
rediten ab ihr Summen-Ausdruck^ oder nach Umständen auch umgekehrt 
genommen werden kann« Die Glieder -Anzahl der ersten Reihe hängt 
Ton m, die der andern yon p ab« Ist m gröiser ab p, so wird die zweite 
ab Summen-Ausdruck der ersten, ist m kleiner ab p, die erste ab 8um* 
men-Ausdruck der zweiten betrachtet werden können. 

An der ersten Reihe zeigt sich zugleich ein bestimmtes Bitdungs- 
gesetz, denn in ihr erscheinen die gleichen Potenzen der um gleiche Gro- 
ben wachsenden Function, die mit bestimmten Facultäten yerbunden sind. 
Nehmen wir für einen speciellen Fall i^jr = l, so bildet diese Reihe die 
Potenzen der natarlichen Zahlen, und es entsteht, wenn wir die Summen- 

reihe durch ^'^x^ oder durch S^-^^x^ andeuten, wobei für den letzten 

Fall zu beriioksichtigen bt, dab r alle Werthe von 0, 1, 2, . • • • m be- 
zeichnet, folgende Darstellung: 

Setzen wir hierin or = 1 , /9 = 3 und m = 5 , so wird 

Q ^__\z — 13«L * 03 I ^-^03 I. ^■^*3 y^3 , 5.4,3.2 ^3 , 5.4.3.2*1 /»j 

=* 32 + 80.3 + 240.3-+. 800 = 1792. 
Die GleiohuDg (48.) wird dann besonders brauchbar, wenn p im Yeriiält« 
nisse zu m eine kleine Zahl ist. Die Coeffidenten /Rj, m^^ m^f • . .. in 
(46.) können auch nach (43.) berechnet werden. 

$. 0. 

Darstellung von ^^(^+Ax)(x+2Aar) .... (ar+(p-l)A^; 

Die erste Aidrtufung der Functk>n f^!^ wird nach (38.) durdi fol« 
gende Gleichung: 

ö jpiAx 1.2....p ' 1.2«...p"* 

dargestellt. Die höhern Aufetufungen sind nach (10.) in folgender GleS- 
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ebuo'g eotbaUen: 

*^* C ipii — ip|i + 1 ip\L "r j 2 l/^l* +••'+ ipii 



zurücklaufende BilduogsweiBe^ wie in §• 7. ^ die uns eine andere Dar- 
stellung der hohem Aufstufungen der Facultiiten gabe^ und dadurch weitere 
Aawendongen gestattete^ labt sich nidit gewinnen. Man kann jedoch die 
Faoultiiten in Potenzialgrolsen auflösen , und dann lassen sich auf sie die 
in $• 7. gewonnenen Entwid^elungen anwenden. Da diese Anwendung 
uns nichts Neues bieten wtirde^ so beschranken wir uns auf folgenden ein- 
sehien ¥M^ worin statt einer einaielneD Faeultat die Reihe der natHrlichen 
Zahlen^ welche ein Aggregat einfacher Faeultäten sind, Torkommt. Die Rdhe 
der natfirlicben Zahltn mit ihrem Summen «Ausdrucke ist bekanntlich: 

50. ^jr^ 1+2 + 3 + 4 + 5 + .. ..+jr = "^^^^^^ 

Hierin ist die Zunahme i^a?= 1. Läfst man in Sx nach (38.) die Func« 
tion X um die Zunahme 1 wachsen, und zählt die ursprungliche Function 

zu, so ist ^Sx^ 1 + 2 + 3+4 + .. •. + x 

+ 2 + 3 + 4 + . . . . + ar + (x + 1 ). 
Werden die beiden Reiben auf der rechten Seite des Gleicbbeitsnichens 
in Ihren Summen - AusdrScken vereinigt , so gewinnt man: 

51. ^Sx = ^^^^±^. 
Bestimmt man gleichfalls die Summenfunction för die zwdle Aufstufung, 

Eben so erhält man: 

^Sx = ^6^(H-5) ^ 2Mf±5) - 2'x{x+S), 

und hieraus allgemein:. 

52. {"Äa: = 2"^'jr(x + w4-l). 
Die speciellen Fülle fobreo zu folgenden merkwürdigen Reihen mit ihren 
Summen- Ausdrücken : 

|l+2.2+2.3+ +2.a?+ (ar+l)s=ir(a?+2) 

53. {1+3.2+4.3+ +4.ar+3(ar+l)+ (jt+2) = 2jr(x+3) 

( l+4.2+7.3+84+....+8.jt+7(a:+l)+4(«+2)+(*+3) = 2Ma?+*)» 

U. 8. W. U. 8. W. 

12* 
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Hierher gehört auch ooch folgende surammeDgesetote Reihe^ deren G^der 
die ungeraden Zahlen rind^ verbunden mit den Yorzahlen des Binomhimsi 
und die einen sehr einfachen Summen - Ausdruck naengen: 

54. 1 + ^.3 + '!^!^^^ 

Der Sunmien-AusAniek erscheint ab eine Fanction tob der ZaU 2^ md 
der Glieder« Anzahl m. 

Die Gleichung (54.) fuhrt zu dem Resnitato: Jede gerade Zahl 
Ton der Form 2'*(m-^l) IHfst sich in die m ersten ungeraden 
Zahlen, die mit den Vorzählen des Biaeminms der mten Po« 
tenz verbunden sind^ zerlegen« 

Die Gleichung (52*) fuhrt zn folgendem: Jede Zahl von der 
Form 2'^^(ar + m4-l) Ififst sich in die (a^+m) ersten Zahlen 
zerlegen^ die mit Torsahlen besonderer Natur nach Angabe 
der Gleichungen (53.) verbunden sind« 

$• 10. 

Darstell uag der AnfirtofuDgea der ExponanlisIgrSfcMi. 

Die Aufstufungen der Exponentialgrörsen fahren auf sehr einfache 
Darstdlungen» Die Gleidiung (38») führt zu der ersten Aufstufung^ und 

es ist: 

55. ^a* sc e« + a^^*^ = (1 +«^)tf*. 
Aus der Gleidiung (10«) folgt unmittelbar: 

Um auch hier weitere Yergleichungen anstdien zu können ^ suchen wir 
eine zurücklaufende Bildung^webe auf. Sie folgt unmittelbar aus (^4.}^ 
wenn wir von der ersten Abstufung auf die zweite dadurch übergeben, 
dab wir die Abstufung von der Abstufung nehmen, und also die Gldobung 

mit ^ vervielfochen* Daraus ergiebt sich: 

^a* = (1 + a^) ^ö* =: (1 + a^) (l + a^o^ = (l + a^)V. 
YervielfiM^hen wir diese Gleichung mit ^, so erhalten wir: 

Der angeaeigte Ableitungi^aig bldbt für alle Fälle gleich^ und es ist hier« 
aus das allgemeine Bildungsgesetz leicht erkennbar: 

57. ^a* = (l + a^'^a*^ 
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Die Glmofaungen (56.) und (57.) aiad OarstelliHigeQ (8r eioe und ^Keselbe 
Sache^ also emander gleich» Ihre Yereinigung führt zu der Sommirung 
einer geometrisdien Reihe ^ deren Glieder mit den Vorzählen des Bino* 
miums verbunden sind^ und es ist: 

Da ff| X und ölx unabhängig von einander sind^ so lassen sich hieraus 
mancherlei Ableitungen gewinnen« 

Es mögen ferner nodi die Aufstufungen der Function ~ hier ste- 
hen« Nach (38«) ist 

Wwden die beiden Ausdrucke auf der rechten Seite des Glttchheitszeiehens 
in einen verraiigt^ so fuhrt dies zu folgender Darstellung: 

Ton der ersten Aufiitufung, die wir so eb^i eriialten haben, nehmen wir 
abermals die Aufstufung^ um die zweite zu gewinnen» Daher ist 

^ 1 _ l + gAx ^i l+gA^ 1 + «^ i. / t^g^ * j^ 

b :S^ ~ a^ S^ =* „Ar • aA* 'V *^ V aA* / 'o** 

Die Anbtufung von der zwdten Aufstufung giebt die dritte, und es ist: 
Das allgemeine Gesetz erkennt sich hieraus leicht, und ist: 
Berncksiditigen whr ferner, dafs nach (10.) 

^ 1 _ 1 , m i m(m--l) , i 1 



ist| so zieht man Idcht lieraus folgende Gleichung : 

f. II. 

DartlellaDg der AofttafaflgSD von sin x« 

Da £e Logarithmen keine andere kurze Darstellung der Aufst 
gen lieiern, als die allgenieine unter (10.) angegebene , so gehtti w 
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den AiifiitufuDgen der Sinus fiber. Die Gleichung (10.) fSfart zu folgen- 
der Darrtellung: 

Auch hier suchen wir zu weitem Anwendungen dne zurücklaufende Bil- 
dungsweise auf. Sie lafst sich niittebt folgender Gleichung ^ die wir aus 
der Trigonometrie entlehnen , gewinnen: 

62« sin;> + *""*7 = 2sin^-^j^. cos^^^, 

welche die Summe zweier Sinus durch den Sinus der Summe und den 
Cosinus des Unterschiedes beider Winkel darstellt« 

Die erste Aufstufong des Sinus ist nach (38.): 

^sin^ = sinor -f- sin (x + Aar). 
Wird in (62.) /issor-f-Zix und y^^w geseut, so entsteht 

63. ^sinjr sissinx4*8in(jEr-{-'^^)^^ 2siüfÄr+-7T-}oos-^« 

Diese Gleichung ist Resultat und Vorschrift f iir die Bildung der Aufstufon- 
gen des Sinus. Die Vorschrift ^ die sie enthält, ist: Um die Aufstu- 
fuug Ton aimr zu erhalten» lasse man den Sinus um die halbe 
Zunahme wachsen, und verTielfache den so erhaltenen Si- 
nus mit dem zweifachen Cosinus der halben Zunahme. 

Die zwdte Aufstufong ist Aufetufong von der ersten Aufstufung, abo 

^sinar = 2cos^^sin(jp + -^). 

Wird nun sin^x-f "T") ^^^^ ^^^ ^^^ gefundenen Vorsdirift behandelt^ 
so entsteht: 

^* sb jcr Ä? 2^sin(af+ÄJr) (cos -^j . 
Eben so wird: 

= 2'.i,.(x+2|£)(co.^)' 

u. s. w. Diese Ableitungsweiso führt zu folgendem allgemeinen Bildos^s» 
gesetz : 

64. ^"8bx = 2"8m(« + ^)(co8^)". 
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Die Gleidmngen (6L) und (64.) eaeugea durch ihre YereiDiguDg eine 
Reihe ^ die einem bestimmten Bildungsgesetz unterliegt und ihren Sum* 
men- Ausdruck: 

65» sin j? + Y sin (jr+Äar) + ■ ^T sin (jp+2/!^) + ••.. + »in (jr+ m^x) 

=5 2'*sm(d? + -^j^cos-7p; . 

Ordnen wir die Substitutionen statt p und 7 in der Gleichung (62.) an- 
ders, und setzen p^=^x und ^sx-f-Aor^ sio erhalten wir für die erste 
Aufctufimg des Sinus: 

^sinjr = sin(jr4'^^^"hBi'>^ *= 2sin(jp + -^)€0s( — •^)« 

Berücksichtigen wir^ dafs cos( <r)^=^ — cos-^^ so folgt hieraus: 

66. ^sinx = — 2sin^jr + -^jcos-5-# 

Diese Darstellung ist von der Darstellung (63.) nicht dnrdi die Bildungs- 
weise, sondern nur durch das Zeichen verschieden. Leiten wir daher 
nach ihr die spatern Aufstufungeu ab, so wird sie auf abwechselnde Zei« 
eben führen, und es wird entstehen: 

^sinjp = 2^8in(dP + ^^) (^^"^)> 

f sinx = — 2^»in(jr+-|^)(oos-^), 
und demnach: 

67. i-fmx = (-r2'-«ii(a:.; =|^)(^)". 

Diese Yerschiedenheit der Resultate darf nicht befremden; sie kommt 
häufig For^ wie diels aus der Lehre der Wurzelgrolsen und quadratischen 
Gleichungen u. s. w. bekannt ist. Wir sehen, dafs der Calcul, als allgemeine 
Form^ auf unbestimmte Resultate führen kanu. Im einzelnen Fall mufs 
skh entscheiden, welche Darstellung die richtige ist« 

$. 12. 

Danteilung der AnfatufoDgen für coaa?. 

Die Tn\ib Au&tuiung des Cosinus bestimmt sich nach (10.) im All« 
gemeinen durch: 

68* ^cosjt=cos«+-~cos(x+/!Lr)+2fc^i^ 
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Wir suchen nun eine zurücklaufende Bfldungsweise» Dia Gleichung aus der 
Trigonometrie : 

09. C0«/> + C08y = 200S^^.C08&^ 

wird uns die Ableitungen vorbereiten» Setet man nemlidi hierin p ss jp ^üjp 
und ^s=x^ so entsteht: 

70. ^oosjr = COSJP + «M»(* + ^'*^) = 2oos(j? + -^jcos-5-. 

Dia Vorsdirif^ die wir hierans für die Ableitung der Aubtuiungen antndH 
men, ist: Man lasse die veränderliche Grofse um die halbe 
Zunahme wachsen, und verTielfache den so erhaltenen Co- 
sinus mit dem doppelten Cosinus der halben Zunahme» 

Hiernach leitet sich die aweite Aufrtufiing aus der ersten leicht ab. 
b ist: 

^^cosx» 2cos^^cos(x + ^) « 2oos^2cos^.cos(*+Ax) 

« 2'cos(4r + Äa?)(oos^y. 
Eben so erbSIt man: 

und luennB «l^emein: 

71. ^-00.* *: 2"oo«(* + ^) (co.^)". 

Die Terbinduug von (68.) und (71.) fofaft n folgender Gl^chong cwisoben 
einer Rdhe und ihrem Summen -Ausdnidie: 

72. oo«»4- xCO»(ap+ri*) + ^!^Y=i^oo«(*+2ilr) + .... + oo«(«+mA») 

Auch hier lassen sich bei anderer Anordnung der Sul^titution in (69.) an- 
dere Resultate gewinnen. Wird nemlich psnx und f=iX+ökX gesetst, 
so erhalt die erste Au&tuiuug für oosjp folgende Gestalt: 

^cosjr = cosar + cos(a: + Ajp) = 2cos(Är + ^)co8(— ~), 
oder, da cos^ — Tf^^ — ^«"2" ^^^ 



73. ^cosx = — 2cos^ar+-^)co8 
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Die hßbero Aiifstnfongra ron cm« «rh aU en dann folgeade Formen: 

fco.« » 2»«ot(»+Ax)(co.^)\ 

f 00.« « ^2»oo.(x+?^)(oo.^y. 
und ol^eaMin: 

Hietom ergidit rieh auch folgende ycrgnderte DnwioUung d« €aaMi^^ 
75. oo.x+T<^('+M+ ^!!'^^ew(x+2^)+****+oo.(x+inM 

«(-.)-*• oo.(x+=|^)(oo.^)". 

(Die rottMtang folgt) 
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7. 

Einfacher Beweis des Gesetzes der gleichförmig 

beschleunigten Bewegung« 

(Voo H«mi Dr« A. MilUer, io Heidelberg.) 



Llie GrSfiie des Wege» sn bmtiiDmen, den ein K5rper in dner bestiaiiiH 
ten Zmt mit glekdiförniig Iieechleunagter Bew^uug zurSokl^, gi^t es 
bis jetzt drei wesentlich verschiedene Methoden« Die erste Methode fuhrt 
dordi Anwendong der IKSereodal- und Integml- Rechnung cum Ziele^ 
wobd das Differential^ wenigste» formeD^ als unendlioh kleine GrSfiie be- 
trachtet wird. Die xwrite Methode hesteht darin^ dals man die Zeit der 
Bewegung durdi eine Lhue^ und die Zeittheile durch Theile dieser linie aus- 
druckt, ÜBmer in den Endpimeten der Linientheile senkrechte Linien erriditet, 
wdche den in den Zeittheilchen durchlaufeneu Wegen gleich sind» Die 
Summe dieser Ordinaten zu finden, welche dem iu der bestimmten Zeit 
durdilauCmen Wege ^cb ist, nimmt man die Zeittheilchen sehr Uein, 
so dais die Ordinaten sidi selir nahe kommen, und als den Flucbenraum 
dnes rechtwinkligen Drdedcs eonstituirend angesehen werden können. 
Dieser FISchenraum ist alsdann die Grolse des durchlaufenen Weg». Die 
dritte Methode theilt die Zeit der Bewegung in unendlich kleine Theile, 
so dals ihre Anzahl unendlich grols wird, und, wenn man diese Anzahl 
n neutf n^^l ss n gesetzt werden kann. 

Dals die beiden letzten Methoden nicht jene Schürfe in den ScUns* 
sen zulassen, welche bei der Deduction mathematischer Wahrbdt^i ge» 
fordert werden mufii, ist anerkannt, und es wird in den meisten Gompen» 
dien, wo eine dieser Metlioden vorgetragen wird, in einer Anmerkung hin« 

_ ^ • 

zugefügt, dab d« Beweis des Gesetzes, durch DifferantiaU und Integral- 
Redmung geführt, weit strenger als der andere sei« Der Erfolg ist, dafii 
der Lernende, d^n die KenntniTs der Differential - Rechnung abgdit, das 
erw^mte Gesetz auf Treu und Glauben annehmen muls« Schon aus di^ 
sem Grunde mochte die Mittheilimg eines Bewewes, der weder die Kennt* 
mfs der Differential- Rechnung voraussetzt, noch den Lernenden zur An* 
erkennung von Sätzen zvnngt^ die nicht wahr sind, nicht SberflSssig adn« 
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IMe Ablaittuig ^es GeutaaSf nach welchem ein Körper mit gloifib^ 
Cirii^g beachlMiiiigier Bewegung fortgeht ^ besteht in der Beaatwortuiig 
folgender zwei Fragen: 

a) Wenn eine Kraft während irgend einer Zeit auf einen Körper ge- 
wirkt hat^ in welchen Zustand iat der Körper am Ende des Einwir« 
kens der Kraft gebraefat? 

und 

b) welchen Weg hat der Köiper vermöge des fiinwirkena der Kraft 
durchlaufen ? 

Diese Fragoa zu beantworten^ nehme man an ^ die wirkende Knut und 
der Körper seien so beschaffen^ dab der Körper^ vermöge des Einwirkans 
der Kraft, im ersten Zeitiheile den Vfeg c zurncklegou wurde ^ und am 
Ende dieses Zeittheils in einen sokben Zustand versetzt sei^ da& er^ ohne 
Einwirken der Kraft« im zweiten und in jedem folgenden Zeittheile den 
Weg a dnrditaufen würde« 

Unter diesei- Voraussetzung ergiebf sich zunächst der jZustand, in 
weldhen der Körper durch das Einwirken der Kraft versetzt ist, ganz 
Mcht Das Bestreben, welches der Körper am Ende des erstem Zeittheils 
hat, ist ihm am Ende des zweiten Zeittheils noch eigeu, imd er wurde« 
ohne das Einwirken der Kraft im sweiten Zeittheile. im dritten den Weg a 
durdilaufen. Wirkt die Kraft noch wfihrond des zweiton Zatlheils, so 
erhSlt der Körper dadurch, vom vorigen unabhüngigi das neue Bestreben« 
im dritten Zeittheile den Weg a zurückzulegen. Durch das Einwirken 
der Kraft während der zwei ersten Zeittheile ist also der Körper in dien 
Zustand versetzt, dafs er im dritten und in jedem folgenden ZeittheÜei 
ohne Einwirken der Kraft, den W^ 2.« zu durchlaufen das Bestreben 
hati. Allgemein folgt aus der obigen Vorausseizung, dafe der Weg u, den 
d«r Körper im {t+1)tea und in jedem folgenden Zeittheile ohne Einwir 
ken der Kraft, xurücklegan wiirde^ wenn diese wtihc9od der I enten ZeiU 

tkeile auf den Körper gewirkt hat , aein mufe: 

i. V ^= t.a. 
Für die Bestimmung des Wegs, den der Körper m t Zeitthellen zurück'» 
l^en muls^ wenn die Kraft wfihprend dieser iSelt auf ihn giswirkt hat, hat 
itifin vermöge der obigen Voraussetzung die Wahrheit^ dals der Körper in 
irgend wiem Zeittheile wührend dessen die Kraft au( ihn 
c, und aulserdem noch jenen Weg durchlauft . den er wbo 
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iooge des 2fettdieU6 gdhobtea BestrebeiiSi oba« Hmwu^ dwKmft^ zurSok» 
Ugm würde. Doomaoh ist der Weg #, den der KSrper b t SeittMkii 
mriieklegt; 

oder 

Zur Tollstiiiid^eit ^eaer Bestimnumg gehfirt aber noch die Kfloitfoifii 
des Zuflammeoluaigs sidbohen e taaii a, IKemi ausBoii^tteiiiy nelime flBBD 
«lent «D» die Kraft habe, während (t'\-t^ZieklheSlim auf den Körper g»> 
wirkt; der Weg ** des KSrper» ist abdann oaob (2.): 

Nun nehme tnan an, <Ke Kraft habe nur wfflureod t ZeitdnikD atif den 
KSrper geiHrkt, dieser aber sei auberdem noch wihreod ^' gWHfaeüeii, 
ohne Bnw&ken der Kraft, for^egangen« Der Weg des KSrpers in der 
Zeit t bt alsdann s, und weil er am Ende der Zeit / das Bestreben hil^ 
in jedem folgenden Zefttfaefle den Weg v sss (,» surSdcanl^en, so ist der 
Weg wKhrend der f Zeitlbeile sstf.vss f.t.et\ odtfain ist der Weg *" 
des KSipwB w8hreod der Zeit t-^^f: 

Die Wege «' und *" üuä verwhiedwi. Nimmt man dber an, dals <'ae«'' 
sei, so lUgt aus (/.) und (k,)^ dnfe 

(/»•) « » T — r* 

Weil die Voraussetzung, s'mt s'% aus welcher dteeer Salz (/}.) abgeleitet 
worden, nioht allgemein wahr ist, so ist derSatz {p ) ebenfiilb nicht imi- 
be&ig^ und nur unter der Bedii^ui^ wahr, unter weldier wirkKeh tf^xMf' 
ist. Gs ist aber in darThat tfm^Mf' nur dam, wenn /"nO; also ist der 
Satz (/>.) nur wahr, wenn t"v» Ist. lEDerans folgt, da& 

3. c es ~, oder « =s 2c 

sein mufs. Macht man nun hienron bei den Sützen (1.) und (2.) €e-> 

braadi, so hat man: 

4. «; SS 2c.f, 

3 ass ^.c« 
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a 

über die aUgemeine Enlwickelung der ganzen Potenzen 
des Bogens in Reihen, die nach den aufsteigenden 

Potenzen des Sinus fortschreiten. 

(Vom Herrn ttd. H. F. Scherk iu Halte.) 



JJie ein&ohe Reihe, welche die Entwickdimg des Bogens nach den un- 
geraden Potenzen des Sinus enthält, ist allbeluinnt. Eine ganz eben so 
cin£flMdie Reihe hat Herr t. Stalnville in den M^langes d^analyse für 
das Quadrat des Bogens ang^eben» Um sie zu finden, wandte er die bei 
Kreisfunctionen so liitufig mit Erfolg versuchte Methode an, nach weldier 
die zu entwickdnde Grfilse, abo hier das Quadrat des Bogens, in eine 
Differentialgleichung des zweiten Grades gebracht wird, um vermittelst der- 
selben die vor der Hand unbestimmt angenommenen Coefficienten der Rei- 
hen*£ntwickelung zu bestimmen. Auf demselben Wege fortschreitend hat 
Herr Prof» Scholtz im dritten Bande pag»70 ff. g^euwärtigeu Journals 
auch die 3te, 4te, 5te und 6te Potenz des Bogens in die entsprechenden 
Reihen entwickelt; ein allgemeines Gesetz für eine beliebige Potenz hat 
sich aber aus jener Untersuchung nicht ergeben. JDer Grund hiervon scheint 
folgender zu sein. Die Rahe für die //2te Potenz des Bogens kann offen- 
bar nur die Form 

1, (p'" = sin(P'll+/(/n,l)»in(p'4-/('w,2)siu(p*+,...+y(w,^ 
haben, in welcher J\myi\ f[rn/Z)^ . • . . f(j^hp\ • • • • diö zu bestimmen- 
den CocfKcieuten sind. Nimmt man ihren zweiten Differentialquotienten 
in Beziehung auf (p , so erhält man 

+(m+2p)(/w+2p.l)yi7n,p)«o9'P +....) 
—«in qp»" [m+(m+2)/(m, 1) wn^jp« + +(in+2p -2)/(m,p - 1} jin ip^-H..-] 

Der Coefficient von sin <p'"'^^'"~^ ist folglich hierin =z 

(//i + 2/.)(7/2 + 2/i~l)/C//i,)ti)-(;n + 2p-2)V(/w, /)-!). 

Setzt man at>er in (\.) m — 2 für m, so ist auch 

m.w— l.y""^ 
== mm— 1. «n y*"'« [l+/(,m-2, Ij WD qDH/(m-S,2) sin y*+ ..,, +/(m-2,p) »in yV^ 

CroUe'» Journal J. M. Bd. XI. Uft. 2. 14 
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und foigiiob 
oder 

-2. / {^, P) — {m+2p^l)(m + 2p) 

Dieselbe Gleichung fiir die angeoommeBen Coeffioienten f(m^ p) ist a. a« O. 
pag. 73« durch die erwähnte Differentialgleichung des zweiten Grades ge« 
runden ^). Sollen sie also vermittelst derselben bestimmt werden^ so mufs 
man entweder die Coeffioienten der (m — 2)teii Potenz bereits kennen, 
wenn die der mten bestimmt werden sollen, und folglich wird man in 
diesem Falle zur Erkenntnils des allgemeinen Gesetzes nur durch Induo- 
tion gelangen, oder mau muils die Gleichung (2.) direct auflösen« 

Ob wir nun gleich weiter unten einie directe Auflösung dieser Gld« 
chung für alle positiyen und für gewisse Coeffioienten aller negativen Po» 
tenzen anzugeben im Stande sein werden, so glaube ich, eine andere Me* 
thode zur Auffindung des verlangten Gesetzes vurziehn z\i dürfen, da sie 
auf den bekanntesten Eiitwickcüuugen beruht, und fast eine elementace 
genannt werden kauu. 

J. Reihen - Entwickelung für positive Potenzen« 
Es ist bekanntlich 

und auch 

M • jm. • -Ä ninn — 1) • ^x % n(nn — i)(nn — 9) • ^. 

4. sin/2(p = /ism^ L-_^8,u^3^^ — —^V- -'sin(p* — .... 

• • • • + 273 .477:721+1 810 (P ^+ + . . . . 

Entwickelt man also in dieser letzten Gleichung den Coeffioienten von 
0^"^^ so ist klar, dafs derselbe, da beide Reihen für jeden ganzen Werth 

von n gelten, = ^y^ — lirPTl "^'^^ "°^ «omit ist die verlangte Entwioke* 

lung für jede ungerade positive Potenz gefunden. 
Auf dieselbe Weise hat man 

5. co,n(p:=.l^-^~^+j^^^.~,,.,+i^iy^^^--^-^ + ,,.. 



♦) Die hier durch /{m^p), /(m^p— -1), /(m — 2,p; aDgedeuteten CoeffideDteo 
Sind a« a. 0. durch Ofn^jp ^ amfip^-^t dm+gp.« bezeichnet. 
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und auch 

••'•"^^ *^ '^ 1.2.3.... 2g "+••••> 

und durch die Entwickekiiig des Coefßcjepten von rr^ in diVser GI#^iohung 
erhfilt man die verlangten Reihen för jede gerade positive Potenz, des Bo* 
gern» Suchen wir also zuerst die Auflösung fBr ungerade Potenzen.^ 

Setzt man 

7. («Ä— 1)(/2/2 — 9)(;2/j— 25).,..(/2Ä — (2y— ly) = 

so weiis Jedermann , dafs ui^ f^ ^q^ A^q^ .... die Summen der Combi« 
nationen resp. zur ersten , zweiten y dritten , • • • • Classe ohne Wiederho« 
lungen aus den Zahlen 1^ 3\ 5^ •••• (2 7 — 1)^ sind, uud es geht aus 
dieser Gleichung selbst hervor ^ dafs ^ = 1 zu setzen ist, wenn ^=iO, 
hingegen = angenommen werden mufs, wenn die ganze Zahl k entwe- 
der negativ oder grölser als g ist. Es ist folglich das mit n^'^'^^ verbun« 
deue Glied in dem Coefficienten von sin^^'^*^^ in der Gleichung (4.) 

"^ 2.3.4... .2g+l ^ 

und in diesem Ausdrucke ist q miudestens =/77 anzunehmen, wenn er 
nicht verschwinden soll. Demnach ist der Coefficient von rp"^^^ in der 
Gleichung (4.) 

~ 2.3....2m+t \ °^ ^ 2m+2 . 2in+3 "•" 2m+2 2m+3.2m+4. Vm+5 ^' * ' 7 • 

Dieselbe Quantität ist aber, wie wir bereits oben bemerkt haben, = 
i ^ o o — XT> "od daher hat man: 

welche Gleichung die TollstSndige Auflösung unseres Problems für jode 
ungerade positive Potenz enthält. Setzt man auf gleiche Weise 

9. (nn — 4)(/in — 16).. ..(/i«— 4^7) = . 

so dals die Quantitäten B auf dieselbe Weise aus den Quadraten der ge> 

14» 
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nilen Zahlen gebildet werden , ab dBe entspredienden QuaDtitSteD A au» 
den Quadraten der ungeraden Zahlen gebHdet wurden^ so erhalt man auf 
demaelhen Wege ans (5.) und (6.) for gerade |H>sitive Potenzen: 

10, y- = ■i«<^(n-g!. ^ '.'.CH2 + ^-*- 2^i.^^.i i^+- •• 

Man bemerkt aber nunmehr sehr leicht^ dab die beiden Reihen (&) und 
(10«) sich unter eine einzige Form bringen lassen, und dafs demnach die 
besten fir einen geraden und einen ungeraden Werth von m getrennten 
Formen von einer und dersdben Gleichung umfalst werden kunnen« Bfan 
hat nemiioh fnr jedes ganze positive m: 

Id dMMr Gleichung hi ft^ |w+ *~^~*^'" , d. h. m irt »^^ oder y, 

je nachdem m nngerad« oder gerade ist. Femer ist; 

q, die Sumine der ^Zahlen m\ (m—2)\ (m— 4)% ...., 

Cy^t & Somine der Binioaen aui den ft-^-l Zahlen (m-\-Q)\ m% 

I /W ■"* ^J f • • • • • 

C^i die Summe der Temiontti aus den /i +2 Grulsen (m 4-4)% (iii-{*2)% 
/w y • • • • y 

lad im ANgemeioeD ist 
t^,p 1 die Summe der Combinationen ohne H'iederholongeB am den 
tf^p—lGr&ium («+2/.— 2y, (m + 2/»— 4;\ (m + 2/»— 6)', .... 
Setzt man z. B. ms], so wird »=1, 6^ = 1, C^i =s 1\3% 
r^.s ]\3\5* u. s. f., und folgUch 

, 1.3.5. . .. 2p— t sin qr-P^' , 

•••*"♦■ 2.4.ti....2/. äfqn" + ***'» 

wie bekannt. S^etzt man m =; ?, so wird fi = 1, C^ — 2*, C^, = 2'. 4% 
C^. = 2\4'.6', U.S. f., und folglich 

1» AI -• /»j • 2 *:n«* • 2.4 sin ff* , , 2.4.6 ....2p Mn»*P+' , 

li. ^»=«^+--..3-^ + j--.-_|-+_+_^^_^^,^^^^ 

weldies die von StainTille gefundene Rciben*Kntwiokelung is^ dte auob 
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Herr C lausen in dem dritten Bande pag. Ol« des gegenw« Journals auf 
einem andern Wege erhalten hat. 

Wirdy um einige Potensen zu übergehen^ mxs7j 8| 9^ 10^ •••« 
geMtitt to erhalt man 

»• =sio9* [l+(2-+4«+6'+y)^Eg: + (2\4H2\6»+_+8M0») 

+(2^4^6H2^4••8H-.+8^l0^l2»)^^g5l. +.^ , 

+ (l*-3».5Hf.3'.r +.^+9MlM3*) ij^jj^ +...•] 
V-= •io<p^^[l+(2H4'+6H8H10') j5;|^+ (2\4»+2'.6»+_+10M2') j^:^^ 

+ (2\4\6H2\4'.8*+^+10\12\14V £jfj^ ^ 

Uf 8. f. 

Hierdurch haben wir nun zu gleicher Zeit eine Auflösung der Coef* 
ficientengleichung (2.) ffir jeden positiven Werth von m gefunden« Es 
ht nemlich: 

WO K eine beliebige , von m und p unabhängige Grobe ist. Es ist aber 
in der That leicht ^ dieses Resultat auch auf einem directen Wege^ und 
nomit eine zweite Auflösung unserer Aufgabe zu finden« Giebt man nem- 
lich jener Gleichung, mdem man sie durch /7z4-l«m4-2««««m + 2/^—2 
multiplicirt 9 die Form 
m+l«m+2....('w4-2/>)/(m,;>) ä ot— l.m....(m+2>— 2)/(m~2,/>) 

+ (m+1) (m+2) . • . . Cm+2;^-2) . (m +2)ti-2)^/(m, /i— 1), 
so übersieht man augenblicklich , dafs man 

15. m+l.m+2....(m'{'2p)f(m,p) = K.q>(m,p) 
setzen müsse, damit sie die einfachere Gestalt 

16. <P{m,p) = (P(/«-2,/?) + (m + 2/i— 2)^(p(m,^~l) 
annehme. Die Form dieser Gleichung, in welcher eine Function von 2 
Grölsen nt, p ia swd ähnliehe Functionen zerlegt ist^ in denen abwecb« 
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selnd das eioe Element uaveräodert gebliebeD, uod das andere verXndert 
tforden ist , erinoert aber an eine der Grundgieichnngen für Combinalio- 
nen ohne Wiederholungen, btsi denen eine ähnliche Zerle^^ung rorkSrnnit. 
Bekanntlieb IqTst sich nemlicb die Sunune der als Prodtiete betrachte* 
ten Combinationen ohne Wiederholungen aus den Zahlen (m^-'i/i — 3}% 
(7/i4- -P— 4)", (/Ti + S/? — 6)\ ...•, deren letzte = 1 oder 4, je nach- 
dem man Tür m eine ungerade oder gerade Zahl annimmt, und deren An* 
cahl folglich =^tt+/> — 1 i«t, zur pten Classe in zwtn Theile zerlegen, 
deren erster das grofste Element (i7i*{-2/y — 2)' noch nicht enthält, und 
der folgb*ch aus der Summe aller Combinationen ohne Wioderholiuigen 
aus den fJt+p — 2 Zahlen (/w-f3;i — 4)% (^ + 2/1 — 6)% •••• besteht, 
und in deren zweitem, (m 4-2/i> — 2)' Factor jeder einzekieu Form ist; die 
Summe aller in diesen Factor multi[>licirten Formen ist denmach die Summe 
aller Combinationen ohne Wiederholungen zur (p — IJten Classe ans den 
f^^p — 2 Zahlen (m + 2/i — 4;> (//i + 2/>— 6)% ••••, d.h. es bt 

1 7. C%^, = (?:+^. + (m + 2/> - 2/ C^;^, , 

Diese Gleichung hat aber mit (16.) eioe solche Conformität, dals dielden- 
titSt Iieider in die Augen springt ; es erhellt nemlich, dals, wenn man zei« 
gen kann, es sei (lir die kleinsten Werthe Ton p uod //i, 

18. (P(m,p) = (>+p^i, 
dieselbe Gleichung auch fSr jeden grö(seren Werth besteht. Sie giebc 
aiiei für //z = ^ = 1^ 

q>{Up) =r c; =: l^3^5^•..(2/l—l)^ 

und folglicli 

/•/| X K .(p (1. p) _ «r t .3*6>.*.2p — 1 ^_t 

J J^P) — :,*.3 4....2p+l ~ •~2.4.ö....2p 2>+f 

Aus der Zusamroenstollueg von (1.) ond der bekannten Reibeu«Entwicke* 
lung (l'i.) hat man aber 

Folglich ist K z=z\ zii setzen, damit (18.) für jeden Werth von p bestdie, 
wenn ^:= i angenommen wird. Aus (I.) hat man femer: 

/(m, 0} = 1, 
und %T6nn man (15.) die Form 

^, 1.2....'m+2p) .,_ 

A • <ifc • « • . ffff 

giebt, Bo erhellt, dals 
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JL 9 tC • • » • rtl 

Da abw aooh C^^isl, so besteht die Gleichung (18«) audi für jeden 
Werth von m , und für /i ss? ; demnach ist sie richtig fSr den kleinsten 
Werth von m und jeden >Verth von />, und umgekehrt für den kleinsten 
Werth von p und jeden MVrth von m; und daher gilt sie allgemeio. 
Bieraus folgt also^ dafs die Gleichung ^14.)^ wenn in derselben iTsl an- 
genoDfunen wird, die zu unserm Problem gehurige Auflösung von (2«) ist^ 
wie zu beweisen war. 

Ehe wir nunmehr zur Reihen-Entwickelung der negativen Potenzen 
libergdbien, möge vorher noch Einiges über die Berechnung der hier vor- 
kommenden Combinationen aus den Quadraten der geraden oder der un- 
geraden Zahlen bemerkt werden« Zuerst ist klar, dafs man jede der 
Quantitäten C^ , C^^^ u. s. f. unabhängig von allen übrigen berechnen kann. 
Es ist aber in diosem Falle, da man es fast in allen analytischen Anwen« 
düngen nur mit den Combinationen aus den natürlichen Zahlen 1« 2, 3, 
4, • • • • selbst zu tbun , und für diese auch kleine Taieln berechnet bat 
(s. z. B. Kramp in seiner yy Analyse des refractions astr, et terr'' für 
Combb. ohne Wiederholungen $. 90., und mit Wiederh. %. 106., und 
etwas ausgedehntere in meiner Inaugural- Dissertation ^^de evolv.funct. etc.^ 
am Ende), vort heilhaft er, unsere Combinationen aus den Quadraten auf 
die aus den natürlichen Zahlen selbst ziurückzuführen. Dies geschieht auf 
folgende Weise. 

Sind er, 6, c^ .... beliebige Zahlen , und setzt man 

(1 — cx)(l — 4a:)(l — cjf) = 1— ^ar+7?ar^— CjF^+.... 

(l + öx)(l + Äar)(14-cjc) = l+^jF-f-jBar^+Cx'-f-.... 

und 

(1— aV)(l— iV)(l— <^'x').... = l~Pa?^+Qj7*— Äar^+...., 

so sind A^ B, (7, ...., wie bekannt, die Combinationen ohüe Wiederho*- 
lungen aus den ersten Potenzen , und P, Q, Jß, • • . • aus den Quadraten 
der Zahlen a, A, r, . . . • Da aber das Product der beiden ersten Glei- 
diungen die dritte geben mufs, so hat man 

P = A^^2B. 

U* 8. f., 
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welches die Formeln sind, die Bnler ie aeiMo „Lut. ealc, dif, T. IL 
$. 327." mifgedieat hat. Wird Mm a=sl, ^ = 2, essS, .... gentit, 
•o «rUk man h i erd u rch A Coanbintionen «■ dea Qaafcat» aüer, und 
IbIgBoh anöh ans den feraden Zahlen aDein, wem man mit einer enfr- 
aprecbeaden Poteas nm 2 mnidplicirt So ist x. B. nnoh der entan Bn- 
lerseben Formel 

l»+2»+3* = (1+2+3)«— 2(1.2+1.3 + 2.3), 

Bl = 2» + 2*+2« = 2'(l+2+3)*— 2»(1.2 + 1.3 + 2.3). 

Aus den CoefBdeaften B der GkicfannS 0^) »hSIt man dier leiefat die 

Coeffioienten A der GMcfaung {7.), wak dm Prodnet von (10.) und (12.) 

die 6l«chuDg (8.) «um Besuilato gAem nmb. Hierdurch hat man z, B. 

AI _Bl 1_ 

fi.7 ~" 7.8 2.3» 

daher 

AI = l+3» + 5's= 3(1 + 2+3)»— 6(1.2 + 1. 3+2. 3)~7. 
Dies ffk fSr Combhiarioaea ohne Wiederholungen. Für Comfaniationen 
mit WiederiM^ngen hat man ganz Shnliebe Bestimmungen, und da wir 
im Ter€rig unserer Un te r au c l wMig auf solcherlei Combinationm konmien 
werden, so sehefait es poasend, d« sie Betreffende hier gleich mitemeh- 



(t-.»)(i->V('-.»)-. = «+'^-+'«''+'c«'+ 

(l+.»){l+^x)(l+cx),... — * ^x-r «^ ^jr^.... 
Cl^a*x«;a-6»a:«){l-c«x*).... "== 1 + '/'a^+ '(?**+ 'Äx*+ .. .. 

SO haben bekaantlich 'J^ 'B, % .... 'Pj 'Qj % 8«iz dMeUieo 

deutimgeii als resp. ^, By C^ .... Pf Q^ K, ••••, mit dem eioiigeQ Itattr- 
schiede, da(s g^enwartig m den Comhinarions^ Formen nnhedmgte 1 
derbolbariLeit der Elemente gestattet ist« Da aber auch gegenwSH^ 
Product der beiden ersten G lckhun gen ifie dritte sum Resnltat geben mnb^ 
so folgt, dafs die Eolerschen Satse ffir Combinationen ohne 
Wiederholungen gani auf dieselbe Weise auch ffir Combi- 
nationen mit Wiederholungen gelten, wenn man mnf den 
den Quadraten gebildeten Cimdiinationen von ungerader Cbasa d« 
d?e Vorseicfaen Torsent. Da wir femer sehr bald sehen werden 
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f8f die n^tiyeii Potenzen der Bogen ähnliche Gleichungen als (8.) und 
(10«) gelten^ so kann man auch hier dicQuadrafo der ungeraden aus de« 
nen der geradrai Zahlen herleiten ^ und denwach vollständig wie vorher 
▼eriahren« So ist s.B« 

2^+4^+6» = —2^(1 4-2+3)^+2'(M+1.2+1.3+2.2+2.3+3.3) und 
1^4-3'+5^ Ä f[— 2^1+2+3^+2^(1.1+1.2+1.3+2.2+2.3+3.3)— 7J. 

ZulefaEt bt klar^ dab es^ well 

(l—Par'+Qar' -Äar*+...0(l+'P^'+'()jp*+'Ä^+....) « 1, 

nur nothig ist^ entweder die Combinationen ohne Mlederholungen^ Py Qf 
Bf ... .\ oder die mit Wiederholungen ^P, ^Q^ 'Ry • • • • berechnet zu ha« 
ben^ wall rermittelst der so eben angegebenen Gleichung sich die einen 
aus den andern leicht berechnen lassen. Für die letzteren hat Herr Prof. 
Gudermann eine kidne Tafel berechnet (s. gegenw« Journal Tl. Band 
pag. 3 19.) 9 deren zwdte Horizontalreihe die Combinationen zur ersten, 
die dritte Reihe zur zweiten Classe u# s. f* aus den Quadraten der natiir« 
liehen Zahlen enthalt. 

So einiach auch immer die Gesetze sind, nach welchen die faiw 
in Betracht kommenden Zahlen vou einander unabhängig berechnet 
werden können, so bt doch an die wirkliche Ausführung der Beredmung 
«ifi diesem Wege so gut wie gar nicht zu denken, da die einzelnen Cocf- 
6denten bald zu einer enormen Grofse anwachsen. In der That sucht 
man auch nicht deswegen unabhängige Berechnungs* und Darstelliings* 
wraten, um vermittelst derselben einzelne Falle, also etwa bm unserer 
Aufgabe den CoeiBcienteu von sin (p^ in der Entwickelung von ^^ aus der 
Mitte heraus ) und unabhängig von den niedrigeren Potenzen von ^ und 
von sin(p zu berechnen, — eine Aufgabe, in welcher dies verlangt würde, 
kömmt wohl &st niemals vor, und sollte es doch der Fall sein, so wird 
gewifs Im Allgemeinen jede^ audi die schwierigste und langweiligste re- 
currirende Darstellungsweise leichter und schneller zum Ziele führen, als 
die leichteste independente, — sondern deswegen ist man häufig veranlafst, 
allgemeine Ausdrücke und unabhängige Darstellungs weisen zu suchen, weil 
aus ihnen allein das Entwickelungsgesetz klar hervorleuchtet, und 
man auf diesem Wege häufig Eigenschaften der entwickelten Groben 
entdeckt, auf welche man durch recurrirende Formeln nioht, oder doch 
nicht leicht' gekommen wäre. 

Oreno's JoQfnal d. M. Bd. XL Hft. 2. ^^ 
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Was nun die recurrirende Entwiokelung der Co^denten der Rei- 
hen (1.) odfT (IL) betrilft, so kann diesOi wenn man Ton den niedrige- 
ren Potenzen zu den höheren aufirteigen wiU^ rermittebt der gleichbedeu- 
tenden GleiciiuQgen (2.) oder (17») sdir leicht bewerkstelligt werden« Es 
giebt aber dne viel vortheühaftere Art^ die den drafieiohen Vorzug bat^ 
daCi man die Coefficienten der niedrigeroti Potenzen von <p nidit zu ken- 
nen braucht^ um die der höheren Potenzen zu finden^ dals sie uns äie ana- 
lytischen Ausdrücke fiir diese Coeffidmiten liefert » und dab «fe auf posi- 
tive und negative Potenzen gleidi anwendbar ist« 

Setzt man aemlioh in die Gldchung 

n ^ 0, und differentürt man (13.), so erhfilt man einen niolit minder ein» 
iaolien Ansdniok aU (12.) ist, für ^, neralidi 

Auf gldldie Weise erhfilt man durch die Diffinrentiation Ton (1.) die alU 
gemouere Gleichung 

20. ^*= 8b(p"-«cos(p[l+J!^/(»7i,l)8in(p'4.2di/(,;,,2)8in^+.... 

Multipliotrt man nun (19.) durch cos 9, so'iit 
21. (pcos(pc=(l-«n(p').in(p[l+f 2i^ + y •-^+.-.] 

. ^ r^ sjpy* 2 sjpy^ 2.4 siny^ 2,4 6^,>2p-2 slny^ 1 

— Sin cp 1^1 g -j-g- ^~ .. 3.6.7-.. J-p-l 2p+l "••••]> 

aIso> wenn diese Gleidbung in (20.) multiplicirt^ und -r^^^ aus (1.) ge- 
nommen wird: 



*) Di686 ReibeneDtwickelang des Bogen« i8t| wie es echeint, nioder bekannt 
geworden, wird aber doch «^weilen gebraucht. . S. z. B. Gauft in den Disq. gener. 
circa seritm infinit etc. §. 5. XIP^. Vergl. auch dieses Journal VL Bd. pag« 360. , 
wu Herr Frou 6 ud ermann diese und einige andere Entwickelungen aus einem 
eleganten Theorem herleitet, das er für neu hält. Us findet sich aber bereits in 
Pfaff^s Disgiäs. anal/i. in der Abh«: Nova dismäsäio de integraiiane aequaiUmis 
dijgferentiO'differentiaUs ^XXVIU: 3. Der Beweis, den Herr Prof. 6ud ermann 
Ton demselben giebt, ist aber nicht blob Ton dem Pf äff 'sehen sehr verschieden, 
sondern auch direct und kurs. 
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i+/(w»l)wa(P^4-/(OT,2)8m(P«+....+./'(m,/05Hi<p»''+.... ss 

[- «ift y* 2 >in «p< 2.4 6... . 2p — 2 sin«y°y l 

3 3 6 •*•• i.o.b....Zp — iIf-fi~'-'\ 

Hieraus ergeben sich nun folgende reourrlrende Bestimmungen für 
die Coefficieoten der ursprünglichen Reihe^ welche gelten, m mag positiv 
oder negativ sein: 

/(//i,l)c=|.m, 

f{ma) = ^\ r(m+2)/(/w,l)+ f m] , 

/(m,3) = xV [("'+4)/(m,!>) + f (/«+2)/(;w,l ) + |j|m] , 

/(m,4) = ,V [(/wf6)/(m,3) + \{m^^)f{m,-l) + f^(m+2)/(m,l)+ |i|] , 

Die analytischen Bestimmungeu für die Coeffi€ieüten/(/w,l), J(m^Y), ....^ 
die man aus diesen Gleichungen herleiten kann^ sind ganz dieselben^ welche 
die Erhebung der Reihe (12t) auf die mie Potenz gegeben haben würde« 

B. Reihen-EntwickeluDg • für negative Potenzen. 

Trennen wir auch hier zuerst die Eotwickelung für die uugeraden 
Potenzen von der für die geraden. Setzt man in (L) — 2m — 1 für m» 
so hat man 

22. < 9^'"+^ sin 9«'»+^ "* siD qp^"»^^ "^ »in ijp^»»-^ T • • • • T ^j ^ ^ 

Die Potenzen von sin$ sind also hier theils negative ^ theils positive; die 
Coefficienten der ersteren werden «ehalten ^ wenn in dem Ausdrucke 
/( — 2m — !,/>)..•• 21/J kleiner als 2m + 1, die der anderen, wenn 2p 
greiser als 2 m -)- 1 angenommen wird. Für dn positives m haben wir 
nun oben^ in (8.), gißfunden^ dals 

war. Dort war uns die Bedeutung des Ausdrucks A^^,, bekannt. Setzen 
wir also hierin — (m+1) für m, um 

23, /(~2m— 1,/>) = 2m.2m-l-imr"J,;..2m^2p+l 

2u erhalten, so müssen wir erst untersuchen, was der Zahler dieses Aus- 

15« 
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dniokB im gi^geDwSrtigeD Falle bedeutet« Diese Untenucbiing werden wir 
aber ffir die CoefBcienteQ der negativen Potenzen von ün(p auf ^em 
andern Wege anstellen müssen^ ak für die poeidven. Ist nemlidi erstfidi 
P<Z^'\'2f und folglich p — m — 1 eine negative 2<aU, so folgt aus (7«), 
daCs^ wenn f eine poritive ganze Zahl^ und 

gesetzt wird^ man 

haben wird« Nun ist aber oflfenbar 

Setzt man also biWin zuerst 9" = 1 ^ so ist 

Femer setze man nadi einander ^ = 0, — 1, — 2, « « • • — (f — 1)^ so 
erhSIt man 

folglich ist^ nach dem bekannten Entwickelungsgesetz eines solchen Bruches : 

wo die Coefiicienten ^^ * , ^^^ ^ ^^i) j .... die Summen der Combinationen 
resp» zur erst^i^ zweiten ^ dritten, •••• Classe mit Wiederholungen aus 
den Zahlen 1^ 9, 25, •• •• (2y — 1)^ anzeigen* Aus der Vergleichung von 
(24.) und (25.) ergiebt sich aber, dals 

oder, wenn die positive Zahl m + 1 — p = (/ gesetzt wird, dad f&r jeden 
Werth von p , der kleiner als m + f ist : 

Oft ^z' / iP'A^ 

ist, woraus folglich, für eben dieselben Werthe von p^ 

hervorgeht. Hierdurch sind also die Coefißcienten der negativeu Potenzen 
von sii><p in (22.) bestimmt. 

Ist aber zweitens /> > ^ + i j so ist zwar p — m — 1 positiv , aber 
kleiner als py und demnach ^'^l-m+i = 0; aber in diesem Falle kommt 
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auch im Nenner des iusdrucks (22.) der Factor Null vor; der gpouse Aus- 
druck wird folglidi unbestimmt und um seinen wahren Werth su findeot 
mölke man zu den bdumnten Mitteln seine Zuflucht nehmen, fie aber, 
wie es schemt, hter alle auf grobe WeitlSufigheiten fahren« Statt dessen 
verfiihre man auf folgende Weise: 



man die Bern oulli sehen Zahlen nadi einander ^ die 

erste durch ß, die zwate durch p, die dritte durch ß u. s«ll^ so ist be- 
kanntlich: 

und daher 

Setzt man in diese Gleichung für (ß, <p\ 9"^, . •«« die aus (8«) sich erg^ 
bend^i Entwickelungen nach den positiven Potenztti von sin cPj so hat man 

die verlangte Reihe fiir —. Differentiirt man femer die Gleichung (2&) 

zwei Mal^ und setzt in das Resultat^ also in 

ebendieselben Entwickelungen tm ^^ <p\ <p\ • . • . .f so erhält mau 
die verlangte Reihe fiir -^« Im Allgemeinen übersieht man leicht , dab^ 

da jeder gerade Differentialquotient von -: — einer Reihe von Brächen 

gleidh ist, deren Zähler constante Zahlen, und deren Nenner die auf ein* 
ander folgenden ungeraden Potenzen von sin(p sind^ die verlangte Ent- 

Wickelung von -2^;^i i^&oh den steigenden Poteuz^i von (p durch eine 

2 171 fache Differentiation von (28.) erbalten werden wird; und zwar wer- 
den die negativen Potenzen von 8in(p einzig durch die Differentiation 

von ^iTTf die positiven durch die Differentiation der nbrigen Glieder des 

zweiten TheUs der Gleichung (28.) entstehen. Aber auf die CoefBden* 
tan der negi^en Potenzen von sincp kommt es uns hier gar nicht an, 
da wir deren allgemeinen Ausdruck schon oben, in (27.), gefunden habe», 
sondern es ergiebt sich hieraus vielmehr umgekehrt, dab 
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••••~ 2m.2m-l,...2,l " sin rp\ ^ 

ein Ausdruck^ der auch sonst bekannt und von Anwendung ist. (S# z. B* 
gegen w. Journal Band VT« pag» 321., und für den allgemeinen Ausdruck 
des ungeraden Differentialquotienten der Cotangente^ auf den wir bei der 
EntwickeluDg der negativen geraden Potenzen des Bogens kommen, p«317* 
Dort sind diese Ausdrücke auf dieselbe Art hergeleitet, wie wir oben die 
GIei4;buug (2.) für positive m direct aufgelöst haben.) 

Nimmt man nunmehr den 2mten DifFerentialquotienten von (28.), 
so erhält tnan: 

•40 1.2.3^.. 2m _ 5^^. cosecy ^ (2^P-' ^1) ^ y?p~2 i«-i 

^^^ ,^>.„-|.i — ß^m ^^f 1.2.3 .•..2p- 2m-« 1^^ p > 

wo das Summeuzeichen Sp wie gewöhnlich anzeigt^ dafs für p nach und 

nach m -{-ly m-fS, «••• gesetzt werden solle. Man weiCs aber aus (8*)^ 
wenn man daselbst m^ p resp. mit p — m — lyk vertauscht, dals 

^fJ _ -^t-^*+p-m^i2p_2m.2p— 2m+1....2ik+2p—2m~l 

ist. Setzt man also diesen Ausdruck in (32.), so wird der Coeffikaeat von 

rin(p^*+''^'«^^ hierdurch = 



2 



1 • ^«tj . . • • 



o* P »^ 1.2.3. ...2it+2p— 2m— i» 

oder, wenn k-^p—mssr, also ks=r-^m — p gesetzt wird, so ist der 

siu (/)^'^"* 

Coefficient von ttto 5 T* 

fn+\ P 

In diesem Summen «Ausdrucke sind dem p offenbar alle Werthe brizul^ 
gen, dio es der Natur der Sache nach erhalten kann^ d, i.^ weil r-|-m — p 
weder negativ, noch gröfiser als r — 1 werden darf, die Werthe w+^f 
/n4-2> .••• ^ + ^9 ^^ ^"^ ^ ^^^^ ^^ ^^^ Summenzeichen bemerkt 
haben. 

Aus allem diesem ergiebt sich also folgende allgemeine Ent« 
Wickelung der negativen ungeraden Potenzen des Bogeos: 
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E% isty weon ^^ , ^l^ ;^g ^ • • # » die Summen der Comlnnationeii resp. 
jsur enten^ asweiten, dritten^ ••#« Classe aus den Quadraten der 9 erstei» 
migeraden Zahlen ohne WiederholuDgen, wenn femer 'Ji^, ^A\^ ^A^^ .... 

diesetben Combinationssummen mit Wiederholungen bedeuten, 1^^ ß» ß, • • « • 
die erstem zweite, dritte« •••# Bernoullisohe Zahl anzeigt, und Kürze 
halber 

gesetzt wird: 

jl, i _ 1 "^i. 1 , ^^iU 1 

*•• ^»Sn = 8iay»«H-» 2ai:2m-l '«rngp»'»-* "^ 2m.2m-l.2m-2.2m-3 Sn^^* "" "•• 

(-1)- 1 



•••• 



2m.2m-l«...2.1*sin9 
+ V • ^»+ « -<r.i+ » -Ci +....+ » J i.2.3.Igr-t 

Einen ganz Shnlidien Weg hat man einzuschlagen, um die Entwid^alnfeig 
der negativen geraden Potenzen des Bogens zu finden» Statt von (8.) 
mub man nur von (10.) ausgehen, 

setzen, wodurch 

^(—9) = (1+4ä»)(1+16«*)....(1+4(5-1)»«*) 

wird, und statt der Reihen • Entwid&elung der Cosecante die dar Cotan* 
gßnte zu Grunde l^en, wodurdi man zuglddi für den allgem^nen Aus« 
druck jedes ungeraden Differmtialquotienten dieser Function 

•••• "•" 2m-1.2m-2....2m.2p*8iii y^-^'' "^••••"r 2m-1.2m-2^.,2 ' sin y' i 

findet, wo die Quantitäten 'B dieselbe Bedeutung haben, als die Quanti* 
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i Hierdurch erhalt man 



täfon 'Jj mit dem etn^gen Uotersdiiede , dafii gegenwärtig die Combhui- 
tianMiimmen %\\% den Quadrsten der geraden Zeilen gebildet werden« 












1.2.3«««»2m-l tm 

^ ^m+f 1.2 



i 



+(^•41"! +^;^^SS 



»n-J-l »14-2 m<+3 

IMe GleicbuDgeu (31.) und (32.) ISsen also unsere Aufgabe (or negative 
Potenzen eben so vollkommen , ab (8.) und (la) fSr positive Potenzen« 
Man hat z» B. 

u. s« f. Die reeurrireiideu Bestimmirogen für alle Coeffieienlen von (31*) 
und (32.) erhält man aus (22.)^ wenn man in diesen Gleichungen m resp. 
mit —(2/71-1-1) oder — 2 m vertauscht 9 und hieraus folgt suglriob) dafiiy 
obgleich die Coefiicienten der positiven Potenzen von sitt<p in (3I«) und 
(32.) ein zusammengesetzteres Ausehen habend als die der negativen« beide 
Gattungen von Coefficienten doch vermittelst derselben Formeln auseinan- 
der hergeleitet werden köonen. 



•••• 
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9. 

Analytisch -geomcirische Aphorismen. 

(Fortietziuig des Aufaatzei No. 15. im Sten Hefte, No. 24. im 4ten Hefte X. Bandes und No.3. im 

▼otigen HeAk dieiet Bandes«) 

(Von dem Herrn Professor Pliicker zu Berlin») 



IV. 

Das Bfalfattisohe Projblem« 

A. Eine Gruppe geometisscher SatM imd elemenUrer Beweis derselben. 

Im Wenn man von solchen zwei Panoten, M und ^^^(Taf.II* 
Fig« 1« und 2*)9 die auf zwei zusanotmengeiiörigen (d. h« auf den 
beiden innern oder den beiden äufsern) gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier gegebenen Kreise und C* liegen^ noch 
vier Tangenten an diese Kreise legt» so bestimmen diesel- 
ben ein solches Viereck) in welches sich ein dritter Kreis 
£ beschreiben lafst. 

Wir können diesen Satz sehr einbch auf elementarem Wege be- 
weisen« Zwei verschiedene Fälle sind hierbei zu unterscheiden« f n dem 
ersten Falle raid die beiden Puncto M und IV, wie in der ersten Figur^ 
Winkelpnncte des dem Kreise Jf, nach dem vorstehenden Satze, uroschrie- 
b^ien ein&chen Vierecks; in dem zwriten Falle findet dies nicht Statt* 

In dem ersten Falle (Fig. I.) li^ det Beweis des Satzes darin, 
zu zeigen, dais die Summe zweier gegeniiberliegender Seiten des in Rede 
stehenden Vierecks der Summe der beiden übrigen gleich ist. M und JV 
seien zwd auf den aufsern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden ge« 
gebenen Kreise C und C^ beliebig angenommene Puncte , dann ist MPJVQ 
jetics von den vier durch diese beiden Puncte gehenden Tangenten ge»» 
bildete Viereck* Es ist also zu zeigen, dafs 

Dieselbe Gleichung können wir auf fönende Weise schreiben: 

MD-^QD + NB + PB = JV0—QC'\'MJ4'PJ, 

und reducirt »ich, da 

QD=:QC, PB = PJy 
auf folgende: 

CielU'^ Joiirntl iL M. Rd. Xf. Ihl. 2. 16 
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oder 

Indem wir für die einzelnen Glieder dieser Gleichung aequivalente Werth«^ 
substituiren « erhalten wir: 

ME~MFi {ÜG^NHy 
EF)"\ GH^ 

eine Gleichung ^ deren Richtigkeit in die Augen springt. 

Wir haben in dem Vorstehenden die beidai Puncto M und N auf 
den beiden äu&ern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen 
Kreise beliebig angenommen. An die Stdle der beiden liubern gemein- 
schaftlichen Tangenten können wir aber auch die beiden innern setzen. 
Man siebt leicht ein, dalii der Beweis für diese Annahme unmittelbar in 
dem Vorstehenden schon enthalten ist^ wenn man, statt der beiden Kreise 
C und C'y die Kreise K und C als gegeben betradrfet« 

Auf den zweiten Fall besieht sich die zwalte Figur, in der M 
und TV die xwei auf den beiden, hier noth wendig innern^ gemeinschaft- 
lichen l^angenten angenommenen Puncte sind* Es ist zu beweisen, dafs 
die durch M und N gehenden Tangenten MPy MQ^ NP und NQ, alle vier 
einen und denselben Kreis K berühren, und dies kommt bekanntlich darauf 

hinaus, zu zeigen, dafs 

MQ^MP = NP^nQ. 

Dieser Gleichung können wir folgende Form geben: 

QB + Mli~MP = TVC + PC-AO. 
Es ist aber 

JVC^JVQ = yY/)— iVQ ts: QD ^ OB, 

/V= PA = MA—MP = MB-^MP, 
und diese Gleichungen geben, wenn wir addiren, unmittel^r die vor<* 
stehende» 

2. In dem Falle der ersten Figur schneiden sich zwei aulsere und 
eine innere gemeinschaftliche Taugente der drei gegebenen, paarweise zu* 
sammengestellten Kreise in einem und demselben Puncte M^ und die drei 
entsprechenden (zwei aulsere und eine innere) gemeinschaftlichen Tangeu- 
ten in einem und demselben andern Puncto N. In dem Falle der zweitea 
Figur schneiden sich sowohl in M ab auch in N drei innere gemeinschaft-* 
liehe Taugenten. Durch theilweise Umkehmng einhalten wir hiernach fol- 
genden Satz aus dem eben bewiesenen. 
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Wenn zwei äitfsere und eine innere^ oder wenn drei 
innere gomoinsohaftlichf» Tangenten je zweier von <Iroi go- 
geboneu Kreisen in einem und demselben Puncte sich 8chnpf-^ 
den^ so tliuu dasselbe die drei jenen eutsprecfaenden Tan- 
genten. 

3. Beiläufig bemerken wir, dafs ans dem Satze der" vorigen Num- 
mer der folgende als specieller Fall (Fig. 3.) sieb ergiebt. 

Wenn irgend zwei Tangenten z^^cier gegebener Kreise 
C und €* sich in irgend einem Ptinote M einer iunern oder 
äuFscrn gemeinscliaftlichen Tangente dieser Kreise schnei- 
den^ so schneiden sich noch zwei andere Tangenleo, die 
jenen beiden in M sich sohneidenden parallel sind, in irgend 
einem zweiten Puncte N der andern Innern oder nursern 
gemeinschaftlichen Tangente« 

Um uns uemlich von der Wahrheit dieses Satzes zu überzeugen, 
brauchen wir blob in der (Fig. 2.) den Kreis K als dadurch bestimmt 
anzusehen^ dais er in den Winkel PIYQ beschrieben ist^ imd dann den 
Hudius dieses Kreises immer mehr zunehmen lassen« 

4. Wenn man für den Pnnct N (Fig. 4. und 5.) den Dtirchscbniit 
einer aulsern und einer innem gemeinsohartliclien Taugeute der beiden ge- 
gebenen Kreise C und C^ nimmt, so erhält man aus der ersten Nummer 
folgenden Satz: 

Wenn man von irgend einem Puncte M einer änfaern 
oder Innern gemeinschaftlichen Tangeute zweier gegebe- 
ner Kreise noch üswei Tangenten an dic^üelbe legt, so bilden 
dieselben mit einer beliebigen der beiden iunern oder äu«* 
fsern gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein 
Dreieck MPQ^ und ein diesem Dreieck eidgeschriebener Kreis 
berührt die letztbezeichnete innere oder aufsere gemein- 
schaftliche Tangente in demjenigen Puncte N^ in welchem 
dieselbe von derjenigen a'ufsern oder innern gemeinschaft- 
lichen Tangente, auf welcher der Punct M nicht liegt, ge^- 
schnitten wird. 

Die Aussage dieses Satzes unterscheidet wiederum zwei Falle; auf 
den ersten bezieht sich (Fig. 4.), und der bezeichnete Kreis berührt zwei 
Seiten des Dreiecks, PM und PQ^ in ihren Verlängerungen, und 2 war 

16* 
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die letztere dieser Seiten im Puaete N. (Fig. 5.) bezieht sieh auf den 
zwalten Fall; der in Rede stehende Kreis Ist dem Dreiecke PMQ im 
engern Sinne des Wortes eingeschrieben nnd beriilirt die Seite PQ im 
Puncte N. 

5« Wenn wir insbesondere annehmen ^ dals die beiden Krdse C 
und C sich berühren ^ so fallen swei innere oder zwei auCiere gemein- 
schaftliche Tangenten derselben zusammen, und wir erhalten aus der 1. 
Nummer folgenden Satz: 

Wenn irgend zwei gegebene Kreise sich berühren, und 
man legt von irgend swei Puncten der gemeinschaftlichen 
Tangente im Bernhrungspuncte noch vier Tangenten an die 
beiden Kreise, so giebt es immer einen solchen drittenKreis, 
der diese vier Tangenten zugleich berührt« 

Dieser letzte Satz ist auch als ein besonderer Fall eines andern 
allgemeinern Satzes anzusehen^ in weldiem an die Stelle dw beiden sich 
berShrenden Kreise irgend zwei beliebte Kreise treten, und an die Stelle 
der Tangente im Beruhrungspuncte die (wirkliche oder ideale) gemeiD» 
schaftliche Chorde tritt. Dies« Satz seinerseits ist eine unmittelbare Folge 
daraus^ dals die von demselben Puncte der gemeinschaftlich^i Chorde ir- 
gend zweier gegebener Kreise an dieselben gelegten und in den Beruh* 
mngspuncten begränzten Tangeuten einander ^etdi sind. 

6. Für den besondern Fall, dab die beiden Kreise C und C (Fig. 6.) 
sieh berähren, ergiebt sich aus dem Satze der 4. Nummer der nachstehende : 

Wenn man von irgend einem Puncte M der Tangente 
im Beruhrungspuncte zweier sich aufserhalb berührender 
Kreise, C und C'y »och zwei Tangenten an dieselben legt, so 
bilden diese Tangenten mit einer beliebigen der beiden hu- 
fsern gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein 
Dreieck, dessen letztbezeicbnete Seite von dem eingeschrie« 
benen Kreise in ihrem Durchschnitt N mit der gemeinschaft« 
liehen Tangente im Beruhrungspuncte berührt wird. 

Die unmittelbare Umkehrung des vorstehenden Satzes giebt den 
folgenden : 

Wenn man irgend einen Kreis c" beschreibt, der mit 
zweien gegebenen sich aufserhalb berührenden, C und C', eine 
gemeyfischaftliche äufsere Tangente hat, und diese Tangente 
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in demjenigen Piincte ^bernhrt^ in welchem die innere ge<- 
meinschaftliehe Tangente von C und C^ in dieselbe einscbnei* 
dety so schneiden sich in irgend einem Punete M der letzt- 
genannten Tangente die beiden noch übrigen äufsern gemein- 
aehaftlichen Tangenten des dritten Kreises und der beiden 
gegebenem 

B. Geometrische Constractioa der Malfat tischen Aafgehe. 

In ein gegebenes Dreieck drei Kreise zu beschreiben, 
fon denen jeder die beiden andern und nwei Seiten des ge- 
gebenen Dreiecks berührt, 

7. Es sden irgmd zwei skh auCierhalb beriihreude Kreise C und 
C (Fig. 7«) gegeben* Man ziehe eine ihrer Sufeern gemeinschaftlichen 
Tai^enten PQ. Man ziehe IVR\ die gemeinschaftliche Tangente im Beruh- 
cungspuncte derselben beiden Kreise« R' sei der Durohschnittspunct dei* 
bdden geraden Unien PQ vajä IVR\ Es sei e^^ vgeiid ein Kreis^ welcher 
PQ in R^ so berühre, daüs die Mittelpuncte der drei Kreise C, C und c'' 
auf derselben Seite von PQ li^en. Alsdann schneiden sich die beiden 
nedi übrigen auCsem gemeinschaftlichen Tangenten des Kreises c'^ und 
der beiden Kreise C und C^ nemlich Q'N und P^JV, in irgend einem Punete 
JV der geraden Linie R^N (nach der 6. Nunmner). Man beschreibe ferner 
einen neuen Kr^ C^^f welcher die beiden Kreise C und C aulserhalb 
berührt, und zwar den erstgenannten Kreis C auf Q'N und folglich den 
letztgenannten C^ auf /'^'V. Man ziehe ferner PR uad QRf Siifsere gemein- 
schaftliche Tangenten der Kreise C und C', C und C\ Es werde PR 
von (yN m Q% und QR von FN m P' geschnitten. Man beschreibe fer- 
ner men Kreis c% weldier PR in Q' und au£ierdem P^J!V berührt« Der- 
selbe Kreis wird alsdann auch R'N berühren (nach der 6« Nummer). Und 
ebenso künnen wir endlich einen letzten Kreis c beschreiben, welcher die 
dra geraden Linien C^iV, R'IV und QR^ und zwar die letztgenannte im 
Punete F berührt« 

Wenn wir das Ganze der eben angezeigten Constmction zusammen^ 
fassen^ so haben wir ein Dreieck PQR und drei Kreise C, C' und C"^ von 
denen j^eder die beiden übrigen und zugleich zwei Seiten des Dreiecks 
berührt. Die drei gemeinschaftlichen Tangenten in den Berührungspuncten 
je zwei dieser drei Kreise, nemlich R^Ny Q^N und P'iV, schneiden sich in 
demselben Punete, in N. Wir haben ferner drei Kreise c^, c^, c, von 
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denen jeder eine der drei Dreieoksseiten PQy PB^ QR in demjenigen Puncte 
/?% Q% P' bcrnhrt, in welchem dieselbe Dreiecksaeite reSp. von Ä'xV, (^iV, 
P'N gefichuitten wird. Die drei letztgenannten geraden Union Ü^JV^ Q'N 
und VIS!' sind zugleich innere gemeiuscbaftiiche Taugenten derselben [laar«- 
weise zusammengestellten Kreise, der Kreise c* und r, c und c^'y c" und 
c\ Da diese drei geraden Linien in demselben Punote, in iV*, sich schnei* 
deu, so gehen (uacb der 2« Nummer) auch die drei iibrigen innem ge- 
meinschaftlichen Tangenten derselben Kreise durch eineu und denselben 
Piuiot. Dieser Punct sei M. Wenn wir ferner die drei Kreise c, C un«! 
&* zusammenstellen, so sehen wir, dals zwei [iulsere und eine innere ge- 
meinschafttiche Taugente dieser drei Kreise, nemlich P^N, R'N und Q*N 
alle drd in N sich vereinigen. Dasselbe thun also (wiederum nach der 
2. Niunmer) in irgend einem andern Punote die drei entHf^rechenden ge- 
meinschaftlichen Tangenten derselben Kreise, nemlich PQ^ QR, und die 
eine jeuer drei durch den Punct M gellenden geraden Linien, die wir 
also MQ nennen können. Die drei Kreise c'% c\ c sind also solchen drei 
Dreiecken PMQj PMRj QMR eingeschrieben, die entstehen, wenn man 
roni Puncte M aus drei gerade Linien nach den drei Wiukelpunoten des 
Dreiecks PQR zieht. 

• Nach der vorstehenden Analyse ist also die Construotion der drei 
Kreise C\ O und Vy von denen jeder die beiden übrigen und zugleich 
zwei Seilen des Dreiecks PQRy das wir nun als ursprunglich gegeben Im- 
trachten wollen, berührt, auf die Construotion der drei Kreise c, e*, c'\ und 
die Construotion dieser drei Kreise auf die Bestimmung des Pimctes M 
zurückgeführt« Man braucht sogar nur ehien der drei Kreise c, c'y &'y 
etwa den letzten, zu construiren und die beiden Puncto Q* und P zu be« 
stimmen , in welchen die h^den andern c* und c die bezuglichen Seiten 
des gegebenen Dreiecks PR und i)R berühren« Diese Berührungspuncte 
erhält man sehr leicht, da bekanntlkdi die Differenz von RM und QM 
z. B« derDilferenz von RP* und QF gleich ist. Der Punct y>/ ist der- 
jenige Punct, in welchem diejenigen drei geraden Linien, 
welche die Innen*Winkel des gegebenen Dreiecks PQR hml- 
biren, zusammentreffen'-). Hiemach ergiebt sich folgende Construo- 
tion des Malf attischen Problems. 



*) In dieser Note will ich ejDen algebraisdi > analytischeii Bev^ei^ der vorste* 
heoden Behauptung des Textes hinzufügen. Es koniiut hjert)ei oiFeobar Alles daiauf 
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1) Man halbire die drei Innenwinkel des gegebenen 
Dreiecks PQR durcb drei gerade Linien PlVf, QM und KIM. 
Diese drei geraden Linien schneiden sich in M und tkeileu 
das gegebene Dreieck in drei neue Dreiecke» 



an, zu zeigen, dafs , ^veno irgend :swei sich anfserbalb berctirende Ivreise (/ und (y 
(Fig. 8.) gegeben sind, und inan einen beliebigen Kreis c^' couslrnirt, der eine aufs^re. 
gemeinscbaflliche l'angente FQ jener beiden Ivreise in demjenigen I'uncle R' b<*riihrf, 
in welchem die gemeinschaftiiche innere Tangenle derselben Kreise C und (>' ein- 
schneidet, wenn mau ferner die beiden noch übrigen äufsero gemeinschaftlicben Tan*^ 
geoten des Kreises c** und der Kreise C und C'y neinlich NF und NH ziehr, und 
endlich einen Kreis C" construirt, der die beiden Kreise C und O anf den eben ge- 
zogenen geraden Linien, in F and H berührt, dafs abdaon z. B. eine äafsere ge- 
•meiuschaflliche Tangente der Kreise C^^ und O und eine durch den Mittelponct des 
letztem Kreises C an den Kreis c^' gelegte Tangente, sich in einem Pnncle von PQ^ 
der gemeinschaftlichen Tangente von C und C', schneiden. 

Wir wollen zu diesem Ende znvfirderst den Kreii? C bestimmen. Wenn wer 
R'Q zur ersten, oud R^Y zur zweiten Coordinaten-Axe neumen« so können wir die 
Kreise (y und C durch folgende Gleichungen darstellen : 

Für ihre geineioschaKliche Chorde ergiebt sich alsdann 

3. (//— /;)/-(-2ax =5 0, 
und di'ese Chorde geht, den obigen Voraussetzungen geiuäb, darch den Anfangspunct 
der Coordinaten. Um auszudrücken, dafs die beiden Kreise (1.) und (2.) sich anfser- 
balb berühren, erhallen wir folgende Bedingungs - Gleichung : 

die sich auf 4 ^, _ j^, 

reducirt. 

Die Gleichnng des Kreises </^ sei folgende: 

Hiernach wollen wir die Gleichung der geraden FJnie NH^ der gemeinschaft 
lieben Tangente der Kreise C^ und c^'y liestimmen. Wenn 

y = mX'^n 
diese Gleichung ist, so erhalten wir zur Bestimmung ihrer beiden Constanlen^ wie 
man leicht sieht, folgende beide Gleichungen : 

_ ß—n _ ^ 
\^(l-f m») "^ ^' 
h*-- am — n . , 

nod biernacb: 

((6'-/S)— a';m =s —2{b'-ß)a. 
Die gesuchte Gleicbong für NH i.si .'ilso: 

6. {ih^ßy-a^)y + 2[h'^(r)ax+2ßa- = 0. 
Für NF ergiebt sich hieraus sogleich, indem man das Zeichen von a ändert, tina b 
mit h Teriausdit, folgende Gleichung: 

((6-/?)*-a')r-2(A-/?)«a^ + 2/?a'=:0. 
Wenn man die beiden letzten Gleichungen Ton einander abziehe, erhalt man die Glei- 
chung (3), in Ubereinsliminuog mit der 6. Nummer. 
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2) Man beiehreibe ib «in beliebiges dieser neuen 
Dreiecke^ PJUQ^ den Kreis c^\ der PQ in JR^ berShre^ und bei- 
stimme diejenigen beiden Pnnote Q' und P'^ in welchen die 
den beiden andern Dreiecken PMR und PMQ einzuschreiben- 
den Kreise die Seiten PR und QR berühren« 



Für die beiden darch die Ifittelpmicte toq C und C gebeoden usd nspectiTe 
auf NH und NF senkreclit stehenden geraden Linien , deren Durchacbnitt der Mittel» 
punct des Kreises Q^ ist, ergeben sieb, nach bekanntem Verfahren, folgende Gleichongeo : 

2(ip'-/J)a/— ((*'—/?)»— a*)jp-a(6'»4.o»-/S») =; 0, 
2 (6 — ft) ay+((6 ->?)»— a»)*— «(6* +a*— /J") ä 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir (Sr die Miltelpnncts-CoordiBaten des Krei- 
ses C'^t die wir durch zwei Accente unterscheiden wollen: 

8. «//=- (^'-*)« 



D«r Abstand der Mittelpancle dar beiden Kreise C asd C ist hiMBuli gleidi 

und üer Radius des Kreises Ü^j den wir i^^ nennen wollen : 

Die fiationalität der letzten Ausdrücke Terdienl bemerkt zu werden^. 

Um ijun unsere Absicht zu erreichen, ist es oJGTenbar genügend, zu zeigen, dafs 
eine äufsere gemeinschaitliche Tangente RQ der Kreise C^^ und C dieselbe Rich- 
tung hat, als eine gerade Linie, welche mit der ersten Coordinaten-Axe, der geraden 
Linie PQy einen Winkel bildet, der doppelt so grofs ist als derjenige, welchen eine 
durch den Mittelpunct von C an den Kreis c^ gelegte Tangente C^JU mit derselben 
Axe bildet. 

Die Gleichnis der aufsevn gemeinschaHlichen Tangente der Kreise O^ und C^ 
erhalten wir, wenn wir die Constanten in der Gleichung 

y — p^+i 

dnrch folgende bdde Gleichungen bestimmen : 



y fl P_ 



vTi+P 



^ = -^% 



w+p*) r. 

Wenn wir diese beiden Gleichungen gliedweise in einander diTidirett, so eihahen ynit 
eine lineare Gleichung zwischen p und q, und aus dieser: 

9 — ^ r"— 6' 

Substituiren wir diesen Werth für j in die erste der vorstehenden Gleichungeä, und 
schreiben dann für a:", y" und r" ihre Werthe bei (7.), (8.) und (9.), so kommt: 

und durch FortschalTung des Wurzelzeichens ergiebt sich hieraus zur Bestimmung der 
trigonometrischen 1'angente desjenigen Wiukels, welcher die äubere gemeinschaftlidie 
Tangente von C'^^ und C^ mit der ersten Axe bildet, folgende quadratische Gleichung inp: 
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3) Ton den beiden PuneteD P' und Q^ lege mau zwei 
leicht zu unterscheidende Tangenten P'IV und Q^N an den 
Kreis c'\ die sich in irgend einem Puncte N scbneid^en, und 
verbinde durch eine gerade Linie R'N' diesen Punct mit dem 
Punote R^. 



Man siebt^ dab die beideo Wurselo dieser Gleicboog sieb aaf die beidea äalsern ge- 
meinscbaltlicben Taogenteo TOn O^ und C^ bezieben. 



Von der andern Seite eiballen wir sunäcbst fSr die durcb den Ponct (b'^ a) 
den UiHelponct des Kreises C^ an den Kreis c^^ gelegten Tangenten bekanntlicb fol- 
gende Gleicbung: ,2^ 0^'-/»)(r-i?) + ar''a? = i«*, 



wobei die beiden Constanten y^ nd x" durch folgende beiden GletchongeB zu be» 
siimeoeD sind: 






Die trigonoDieliische Tangente desjenigen Winkels, welchen die Tangente (12.) mit der 
ersten Coordinaten-Axe bildet^ und den wir <p nennen wollen, ist 



a?" 



und ans den Gleichungen (13.) erbalten wir unmittelbar denlYerth dieses Ausdrucks, 
wenn wir zuvor die erste derselben mit {y — ft), die zweite durch (y — fl)* di\i- 

diren und dann ('~77~3/ aÜminiren. Auf diese Weise kommt: 

tang7 _ ' ^a^^a • 

Hieians «riuik man: 

1 1 — tang^y 

fang U(p """ 2 tang w 

"» -"2 (o»-/J»)[g(6'-/?j+/?V^K6'-/?r+g»-/?'] ' 

oin, wem» man mit ia(l/—ß) + V,ih'—/r)*-\-d'—ß*)2 Renoer nntl Zähler aiijliipli- 
drt, woDMb beide iurch (a*—ß*) tlieilbar werden: 

**ta52^~^* ^ ia*-ß*j[{b'-ß)'-ß^] 

FSr tang.2y erhält man endlich, indem- man drn reciproken Werth des vorgehenden 
Ausdruckes nimmt, und dann den Nenner rntionel macht, wodurch Neuner und Zäh- 
ler durch (a'—zJ^jKÄ/— /?)*—/?'] fbeilbar werden: 

« * .o«- r. <^(h''ß)[(h'-ß)'u''ß'r+in(h' 'ß}*+a'' ßny^[{h'- ß)^+a-^ß^] 

Id. lang^ijp z ib^ß)* - 2 («^+2./?^ (a^ —/?';> (o^ - Uß)^ 

Aus den beiden letzten Gleichungen (14.) und (15.) ist ersichtlich, dafs die bei- 
den Werthe fiir tang 2(f die beiden Wurzeln der Gleichung (13.) sind. 

Dem hiermit bewiesenen Satze kc^nnen wir auch folgende Auasage gehen : 

Wenn irgend drei Kreise C\ C und C\ Yon welchen jeder iit 
beiden andern aufserhatb berührt, gegeben sind, und man Terbin«. 

Crellet Journal d. M. Bd. XL Ha. 2. 17 
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4) Alsdann sind P'N^ Q'N und B'N die Tangenten in 
den Berahrungspuncten je zwei der drei gesuchten Kreise^ 
und theilen mithin das gegebene Dreieck in drei diesen Kre»^ 
sen umschriebene Tiereoke*)« 

8« Mit der in dem Vorstehenden enthaltenen Construction der MiaU 
fat tischen Aufgabe (Fig. 7.) sind noch zwei andere Construotionen der* 



d«t die beiden Durchichnittspiincten-Paare der eursern gemein- 
schaftlichen TaDgentea des Kreises C^' und der Kreise C und C mit 
einer foeliebigen äufserD gemeiDScbaftlicben Tangente PQ der letzt* 
genannten beiden Kreise, nemlicb die beiden Puncten-Faarey Q nnd 
g, P und p, durch Tier gerade Linien mit den Mittelpuncten der be- 
siiglichen Kreise O und C, so berühren diese gerade Linien, alle 
Tier, einen und denselben Kreis c^^ der aufserdem auch Ton den bei«» 
den innern gemeinschaftlichen Tangenten des Kreises C und der 
Kreise C^ und C, und endlich auch noch Ton der .äulsern gemein«* 
schaftlichen Tangente PQ der beiden Kreise C und C, und swar in 
demjenigen Puncto berührt wird, in welchem in die letstgenannte 
aufsere gemeinschaftliche Tangente der Kreise C und C die innere 
gemeinschaftliche Tangente derselben Kreise einschneidet 

Ich gehe hier in kein Detail weiter eini und beschränke mich anf den Fall der 
Torliegenden Figur.. In dieser Figur erfüllen , beilänfigf bemerkt, die drei Kreise C, 
C^ und C^' die Bedingungen der Malf attischen Aufgabe in Beziehung auf die Tier 
Terschiedenen Dreiecke PQR, Pqr', Qpr^* and pqr. Trenn wir die genannte Auf- 
gabe in ihrer Trailern Bedeutung nehmen. 

Sobald man den Torstehenden Satz in seine gehSrige Verbindung bringt, ist 
nicht zu bezweifeln, dafs man cu einem leichtern Beweise desselben gelangt. Denn 
ich bin geneigt^ jedesmal da unnothige Weitläufigkeiten Toranszusetzen , wo, wie in 
dem Vorhergehen den^ um einen vorliegenden Satz zu beweisen, GrSfsen-Beslimmnn- 
gen gemacht werden , die aus der Aussage des Satses wieder verschwinden. In Be- 
ziehung auf die im Texte gegebene Analyse des Malfat tischen Problems, Vfäre ein 
einfacher rein geometrischer Beweis wünschenswerth. Vielleicht giebt es auch eine 
allgemeine analytische Schlufeweise, die uns aller algebraischen Entwicklung iiberhebt« 
Ich werde in dem 6. Paragraphen dieser Aphorismen hierauf zurSck kommen. Um bis 
dahin meinerseits den Schein zu vermeiden, irgend eine Behauptung unbewiesen ge- 
wagt zu haben, füge ich in dieser Note den obigen Beweis hinen. 

*) Diese Construction ist im IVesentlichen keine andere, als die vom Herrn 
Steiner im ersten Bande dieses Journals (S. 178.) aufgestellte. Es findet sich da- 
selbst keine Andeutung eines Beweises. Die einleitenden Worte des Verfassers; „Um 
,>die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (I., II., HL) aufgestellten Sätze an einem 
„dazu geeigneten Beispiele zu zeigen, fügen wir die geometrische Losung und zu- 
„gleich die Verallgemeinern og der Malfatti sehen Aufgabe, jedoch ohne Beweb» 
„hinzu,^' konnten demjenigen, der, Tne ich von mir bekennen muls, keine Idee da« 
von hat, wie 'die Construction jener Aufgabe, dem Wesentlichen nach, auf den in 
den angeführten Paragraphen entwickelten bekannten Sätzen über Chordalen, zugeord- 
nete Pole und AhnlichV^itspuncte beruhen mSge, den Gedanken aufdrängen, dafs die 
gegebene Construction nicht bewiesen sei. Das Verdienst der Erfindung bleibt, et 
Hegt in der Combination der Kreise c^\ c' und c mit den Kreisen C, C* und C'^ 
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selben Aufgabe verwandt^ die ich in dem Folgenden kurz behandeln will. 

Nach der obigen Construction werden die drei gemeinschaftlichen Tangenten 

in den Beruhrungspuncten je zweier der drei gesuchten Kreise, Cy C und Cj 

nemlich JR^V, Q'N und P^N bestimmt« Diefs geschieht, indem man innere 

gemeinsdiaftliche Tangenten der drei Hiiirs^Kreise c, c' und &' construtrt, 

eine Construction , die sich durch die Bestimmung der drei Pimcte P\ (^ 

und B! vereinfachen lalst« Dieselben drei geraden Linien kann man aber 

auch durch die unmittelbare Construction des Punctes 'S bestimmen. 

Dieb ist leicht* Zuerst bestimme man zu diesem Ende wie oben die drei 

Puncto V\ Q' und N'. Es ist alsdann, indem man PX=r, Q^N^r' 

und R'N=r'' setzt: 

r^r' zs RP'—RQ', 

r'~ r'' Ä PQ' — PÄ'. 
Der Punct N liegt also zugleich auf drei vollkommen bestimmten Hyper- 
belzweigen, deren Brennpuncte je zwei der drei Puncto P'^ Q' und R' sind, 
und lälst sich hiernach leicht bestimmen* Man kann diese Bestimmung 
auf die Conistruction eines Kreises zuriickfiihren, der drei Kreise berührt, 
deren Mittelpuncte P^, O' und B^ sind, und deren Radien sich unmittelbar 
ergeben« Einen dieser Radien können wir beliebig annehmen^ und insbe- 
sondere auch gleich Null setzen« Es reducire sich hiemach derjenige Kreis, 
dessen Mittelpunct (P^) auf der kürzesten Seite des gegebenen Dreiecks 
liegt, auf einen Punct# Alsdann erhält man für die Radien der beiden an- 
dern Kreise, deren Mittelpuncte Q' und R' sind, folgende Werthe? 

RCy — RP" und QR'^QP'. 

Hiernach ergiebt sich folgende neue Construction der Malfatti« 
sehen Aufgabe: 

1) Mau bestimme, wie oben, die drei Puncto P, Q' und 
R'y die nicht auf der längsten Seite des gegebenen Dreiecks 
PQR liegen, als Mittelpuncten, zwei Kreise mit Radien, die 
resp» gleich sind den Unterschieden von RQ[ und RP und von 

QR' und QP. 

2) Man suche den Mittelpunct eines leicht zu unter- 
scheidenden derjenigen beiden Kreise, welche durch den 
Punct P' gehen, und die beiden eben bezeichneten Kreise 
aufserbalb beriihrem Diesen Mittelpunct, den Punct N, 

17* 
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braucht man aUdann blofs mit den drei Pnnoten P'f (y und A^ 
duroh gerade Linien zu verbinden^ um das gegebene Drei- 
eekf wie oben, in drei den gesuehten Kreisen umsehriebene 
Vierecke zu theilen* 

0. Wir können endlich audb unmittelbar die Mittelpuncte der drei 
gesuchten Kreise construirem Es liegen dieselben zuvörderst auf den drei 
Halbirungs- Linien PMf QM tand RM. Dann erbalten wir femer, nach 
dem Obigen, sogMch die drei Puncte jP, Q* und R\ diejenigen Puncte 
nemlioh, in welchen die Tangenten in den Beriihrungspuncten je zweier 
der drei gesuchten Krebe in diejenige Dreieckssdte einschneidet, welche 
dieselben beiden Kreise berührt« Alles ist also auf die Auflösung folgen- 
der Aufgaben zurückgefiihrt. 

„Wenn ein Dreieck OPM (Fig. 0.), und auf emer Seite PQ desselben 
„irgend ein Punct R^ gegeben ist, zwei solche Kreise zu beschreiben, die ein- 
„ander aufiia*halb und beide die Seite PQ bahren, deren innere gemein- 
„ schaftliche Tangente diese Säte in dem gegebenen Puncte jR^ schneidet, 
„und deren Mittelpuncte auf den beiden andern Dreiecksseiten liegeo.'' 

Um diese Aufgabe direct anzugr^fen, sd R^ der Anfangspunot der 
Coordinaten, R'X und JRT säen die rechtwinklige Coordinaten-Axen« Wir 
wollen die gleichen Entfernungen der Ber&hrungspuncte B und B' vom 
Anfangspuncte, | nennen, und 

eotangMPX = c, cotangüfQA: s «', — Ä'P = 4, R'Q s= b' 

setzen* Alsdann erhalten wir: 

oy — dP — b SS 0, 

cy — a: + 4' = 0, 
Inr die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien MP und MQ^ 
mithin für die Ordinaten der gesuchten Mittelpuncte, die wir )} und i)^ 
nennen wollen: 

Die Bedingungen der Aufgabe bringen, wie in der Note zur 7. Nummer, 
mit sich, da& , ^^ 

und hiernach ergicbt sich, indem wir substituiren, folgende quadratische 
Gleichung zur Bestimmung von ^: 
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Wir wollen uns hier nteht mit der geometrischeii CoDstructiou die- 
ser GleiehiiDg beschaftigeii. Unaer Zweck war blofs^ eine eiufache Glei* 
chong aufzustellen, von deren Auflösung das Malf attische Problem ab- 
hinge« Wir werden auf dieselbe noch zurückweisen , wenn in einem 
spStern Paragraphen Ton den verschiedenen i sich paarweise zusammen- 
gruppirenden Fallen des in seiner ganzen Ausdehnung genommenen Pro- 
blems die Rede sein wird. 

Wenn 

das heilst, wenn die beiden geraden Linien PM und QM auf einander 
seukrecht stehen, und folglich an die Stelle des ursprünglich gegebenen 
Dreiecks PQR zwei Parallel - Linien, die von irgend einer dritten geraden 
Linie geschnitten werden, treten, so reducirt sich die letzte Gleichung, 
indem ein Werth von ^ unendlich wird , auf folgfsnde des wvten Grades : 

o _ hh' _ R'F.R'O 
^ " h^b' ^ PO ^ 

Bonn, im October 1831. 
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10. 
Beweise einiger auf der Kugel Statt findenden Sätze. 

^n Folge der Bd. 9. S. 102. Nq. 13. anil 14. d. J. steheoden Aufforderung toarbeitet 
von Gerwien, Fr. Lieuteo. im Königl. Preub. 228t«fD Inf. Reg.) 



1. Lehrsatz. Fället man aus drei Puncten j4^ B^ C (Taf. III. 

Fig. 10.) eines Hauptkreises die Perpendikel ^Z), BE und CF auf 

einen zweiten Hauptkreis, so ergiebt sich stets sin/^Csini?£ 

=: sin BJ sin CF+ sin B^sin ^D. 

Beweis. Es ist sin^Csin^Bcos^(?-}-8in^Ccos^£sin^6 ac 

sin^Csin>^Ccos^B — sin-^Gcos^Csin-^B +sin^l3sin^Ccos^G + 

sin^Bcos^^Csin^G, folglich auch sin^C(sin^£c08^&-4*^8^B8in^G)s=: 

sin^G(sin^Ccos^B— cos^Csin^B) + 8in^B(sin..^Cco»^G + cos^i^Csin^G) , 

oder 
sin^C8in(^B+^G)=sin^Gsin(^C-^J5) +8in^B(.^C+^C), und 

sin^rsinBGsinBGEÄsin^Gsin^GDsinBC+sin^BsinCGsiDCG^^ 

sin>fC sinBfi = ünJD ünBCUmJB üoCT. 

II. Lehrsatz« Wenn Ton drei Puncten -*^, B. C eines 
Hauptkreises drei Hauptbogen ^P, BP, CP nach einem Puncte 
P gezogen werden, und man von denselben drei Puncten ^4^ 
By C noch drei andere Hauptbogen ^(), B(>, CQ nach einem 
zweiten Puncto Q zieht, so ist stets: 

Construction. Ziehe durch P und Q einen Hauptkreis, fölle 
auf denselben aus ^, B und C die Senkrechten AD^BE und CF oder 
t>, ^^, ^'', falle femer aus P und Q auf den Hauptkreis ABC die Perpen-^ 
dikel PH und QI oder h und //^, und benenne endlich mit a^ b, c die 
von P nach ^, B und C und mit o^, b\ c' die von (^ nach denselben 
drei Puncten fahrenden Hauptbogen. 

Beweis. Nach der Construction und dem vorhergehenden Lehr» 
satz ist: 

sin^Csin^' =s sinBCsin^ + sin w^B sin ^^^, also auch 

sin^CsinÄslnBPQ = sin BCsin ö sin-^PO + sin^^B sine sinCPQ, und wenn 
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man durdi «u a sin Z^ sin c 

tin AC sin BPQ BinBCsinAPQ , %iüjiB%inCPQ , 

sinasmc sin 6 sine * sinasioa 

»in-rrfCsinBPp _ mBCÜD^PQ^ . ün AB sin CPQ ^ 



{%in h: sin PAH) %inc "^ ($inÄ: sin PBH) sine ^ (sinA:siaP^H)sinl»^ 
tin ßPQ sin AC sin P^JC sin APQ sin BC sin PBC , sin6T()|io^BsiDP-4ß , 

: = • . ' — + ,; 1. ■ ' f und 

sioc sine sina 

wenn durch (sin h^ s=) sin b ' sin QBI = sin a^ sin (?^/ = sin & sin Q(7/ dividirt^ 

sinBPC> . jnSxnPAC 1 
sin&' sine Binvf-oA 

sxn APQ . «,,8inPBC 1 , sxnCPQ . jj^sxnPAB 1 

sma' sine sxnQAX ' sine' sin& sinC/GA' 

oder^ wenn man Gleiches für Gleiches setzt: 

sin fgQ . j^ sin APC 1 

sinPQ ^^^^ ^10 AC sin OBX ~ 
sin PAP . prtSinJBPC 1 , sin f CQ . j^ sinAPB 1 

sinPO ^"^ ^^ sinBC sin O^A^ "*" «inP^ «m-tfl^ ^j^^^ sin OCX' 

woraus endHch die Behauptung: 

sioPBO . .nr> sinPu^O . dd,i i sin PC() . ^^d 
sinC>fiX siuC>^X * smQCX 

hervorgdit* 

in« Lehrsatz. Wenn ron drei Puncten Ay Bj C eines 
Hauptkreises drei Bogen AP^ BP^ CP von Hauptkreisen gezo« 
gen werden^ welche sich in P schneideui und man ron den- 
selhen drei Puncten noch drei eben solche Bogen AKy BQy CQ 
in anderen Richtnngen zieht^ so gehen auch sie durch einen 
Punct Qf wenn ist: 

sin PBQ . jnr* sin PAK . j^nn i sin PCO • ^nö 

-r-TT—Sm-riPC = — lFTy'>™^^^+ - n/>y 8m^PB# 
sin OBX smiv^X ' sin OCX 

Beweis. Verbindet man A mit Q durch einen Hauptbogeni und 
nimmt an^ dafe sich derselbe nicht mit AX deckte ^ so f&ide nach dem 
Torhergehenden Lehrsatz aulser der gegebenen Gleichung nodb eine zweite; 

p^ünJPC = $^8.nSPC-f-2!^«n-rfPB statt, weshalb 

nu PA K __ »in FAQ , unjPAQ + KAQ ) »iaPAQ , , 

tiaKAX — daQAX* ®°®' üa{QAX±KAQ) — tmQAX* ®"** ""®° 

mQAXnnPAOc(MXA<^t,mQAXowPAQan£AQ==üaPAQunQAXeMSAg 
±matP^QcMQAXtmKAQ sein miÜste. Hieraus folgt: 

■+wnQAXcoBPAQMaKAQ=s i^mnPAQoM QAXnmKJQ, oder 
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TtangQ^X=r+tangP^(>, weshalb rieh Gj4Q = PJQ ergiebt. Die» wi- 
derspricht aber der Voraussetzung; folglich ist die Behauptung richtig. 

IV« Lehrsatz. Liegen vier Puncto^, Bj C und/ in dem- 
selben Hauptkreise, so mufs stets: 

sin£/sin^C s 8in>^/sinfiC + sinC/sin^fi sein. 

Beweis« Es ist 
sb £/sin JlwB Cr—wn BIcMJImn C/ s sin ^/sin fi/oos CI *- 
sin^/cosB/sin C/+ sinC/sin^/cosB/ — smC/cos^/sinB/« 

Daher mulis auch: 

sinB/(sin^/co6C7— cos^sinC/) ss sin^/(sinB/oosC/— cosB/sinC/) 

+ sin (7/(sinwtf/eQsB/— ooftw^/sinB/), 
oder 
sin B/sin (M— CI) = sin Mbiu (BI— CI) + sin Clm {AI— BI\ A. h. 

^inBInnAC sz sin^/sinBC* '^^inCIUnAB neiBy w«z«b«w. 

V. Lehrsatz. Wenn von drei Punoten ABC eines 
Hauptkreises drei Hauptbogen AP^ BP, CP nach einem Puncto 
P gezogen werden, und man von denselben drei Puncten Ap 
By C noch drei andere Hauptbogen AQ^ BQ, CQ nach einem 
zweiten Puncte Q zieht, so ist stets 

%mPß\ . .nn Bin P^iX . -unr» i »in -PCX . djno 

jr-ö T^ Sin APC SS ^ jz-pri Sin BPC + httv »m JiPB. 

Beweis. Fället man aus P und Q auf den Hauptkreis AC die 
Senkrechten PH und QI^ oder h und h^, i>enennt die von P nach A^ B 
und C fahrenden Hauptbogen mit a, b\ Cy und die in dran Hauptikreise AC 
liegenden Projectionen Aly BI^ CI von den Hauptbogen AQ^ BQ^ CQ mit 
m'y n', p'y so ist nach dem vorhergehenden Lehrsatz: 

sin/i^ sin^C = sinm' sinBC-(- sin/>^sin/^B, oder 

sin/i^ sioit? siu^C 4^ = sinm^ sin b %inBC—r 4- sin y?^ sin a mnAB 4^ •* und 

siu/i'sinc sin^CsinPCujf c= sinm' ünb ünBCmkPBC+nnp'mma ninABmkPAB, 
also auch 9 wenn mit sinasininnc dividirt wird: 

sin n' Bin. dCsinPCA siom^ rinBCsinFBC , sin p^ sin^BsinJP^B - 

sin 6 »ina """sin« siüc "^sinc sin fr ^ 

5i2J!l aio APC = '-^ sin BPC + iilE^ «n APB, 

sin 6 sina ' siuc ^ 

und, wenn mit -^^ — r; dividirt wird: 

' langA 
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tüi^':Biiiii^ iaogA':8ioin' * sin A: Bin ü 

Hiem» folgt endlicht 

tinPfiX . jw^n.^ AnFAX ^^t>nn i >ip PCX -^ ^n^ 
tang(>BX tangCl^A * lang C>CX 

TL Lehrsatz« Wenn ron drei Pancten ^^^ B, C eines 
Hauptkreises drei Bogen w^P^ BP^ CP von Hauptkreisen ge- 
zogen werden, welche sich inP schneiden, und man von den« 
selben drei Puncten noch drei eben solche Bogen AX, BQ, 
CQ in anderen Richtungen asieht, so gehen auch sie durch 
einen Punct Q, wenn ist: 

tang QBX Xau%KAX * tangCXTA: 

Beweis. Verbindet man A mit dnrdi eben Hauptbogra, und 
nimmt «n, dafs sich derselbe nicht mit AK dedkte, so fiinde nach dem 
vorhergehenden Lehrsatz auiser der gegebenen Gleidiung noch eine zweite, 
von derselben nur darin verschiedene Statt, daCs tangQ^^ an der Stelle 
von tang KAX steht. Daher Wiifste sich aus der Verbindung beider Glei« 
chungen QAX^=^KAX ergeben, welches unmöglich ist. 

Die Satze II. und III., V. und VI. outbalten Relationen zwischen 
den Neigungen eines Uauptkreises gegen sechs andere unter den daselbst 
angegebenen Beschränkungen. In derselben Art giebt es Relationen zwi* 
sdien den Längen derjenigmi Theiie jener 6 Hauptkreise, die von ihren 
2 Durchschnittspuncten unter sich und dem siebenten Hauptkreise be- 
nenzt werden. Ich vnll diese im Folgenden angeben. 

VII. Lehrsatz. Zieht man aus einem Puncto P nach 
drei Puncten Aj B, C eines Hauptkreises, deren Abstände AB 
und BC oder d und e sind, die Hauptbogen a, b und c, so er« 
giebt sich stets; 

sinecosa -f-aio<^cosc = sin («{ -f ^<w ^* 

Beweis. Es ist 

cosa s= cosi/cos&-)-sinflfsin6cos(i/£) und 
Gosc = cos^cos^ — sin ^ sin 6 cos (tf 6). 

Hieraus folgt durch wechseis weise Multiplication mit sin^ und %\nd: 

Crelle*s ionmal d. M. Bd. XI. Hi^. 2. 18 
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sin ^ COS e =s sin e cos (/ cos A -{- sin ^ sin <f sin 6 cos ((/ &), und 

hind co%c = Bind cos e cosA — sincf sin^ sin b coB(db\ also auch d. 

Addit. 



S]n^cosa-|-sinc/ cosc = cos6(sine coscf -f-<^8^ nmd) oder 

9meoMa'\-ütkdeM€^=^nin(d^e)eMb. 

In der Ebene ergiebt sieh der analoge Satz 

ea^+dc = {d + e)ib^+de). 

Till. Lehrsatz« Zieht man aus zwei Puncten P und 
Q nach drei Puncten Ay B, C eines Hauptkreisesy deren Ab* 
stände d und e sind^ die Hauptbogen a, b, c und a\ b\ c'^ so 
ergiebt sich stets 

sine(cosö + cosa') + sinrf(cosc + oasc^ = fin(d-{'e){eMb±^^%b'). 

Beweis« Es ist nach dem Torhergehenden Lehrsatz, sowohl 

sin^coso 4"^^^^^^ = sin (cf-{~^) cos & y als. auch 
sin e cos a^-{- sin d cos c' = sin (^ +0 <^^ ^^* Hieraus folgt ' 
sin^ (cos a + cos a') -f- sin </ (coi> c + cos c') = siu (rf+^) ^^* *'• 
In der Ebene ergiebt sich der analoge Satz 

e{a+a'){a — a')—d{c + c%C'^c') = (d+0(i + AO(*— *0* 

IX« Lehrsatz« Zeichnet man um drei Puncto jif B, C 
eines Hauptkreises, deren Abstandet und e sind, drei sich 
in demselb.en Puncto P schneidende kleine Kreise, deren 
sphärische Radien a, b und c sein mogen^ und beschroibt 
ferner um dieselben drei Puncto^, £, C drei andere klei* 
nere Kreise mit den sphärischen Radien o', b^, c', so werden 
sich auch diese nur in zwei Puncten Q oder (^ durchschnei« 
den, wenn man weifs, dafs 
an^(cosa + cosa')+sinrf(cosc + ooscO == rin(rf+^)(cosÄ + cosÄ') ist« 

Beweis« Nimmt man an, dals nicht der Radius a\ soudem em 
anderer sphär« Radius a^^ der Behauptung geniigte, so fände nach dem 
Torhergehenden Lehrsatz aufser der gegebenen Gleichung noch eine zweite 
Ton jener nur darin Terschiedenen Statt, dals cosa^^ an der Stelle Ton cosa' 
stdit. Aus der Verbindung beider Gleichungen ergäbe sich deshalb af*^=>ü\ 
was die Richtigkeit der Behauptung aussi^« In der Ebene gilt dersdbe 
Satz, aber mit der am Schluis des Twhergehenden Lehrsatzes stehenden 
Voraussetzung« 
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X. Lehrsatz« Werden voo zwei Puncten Af und iV 
eines Hauptkreises (Fig. 2«) die BerUhrungsIinicn 7)f/^, MB^NC^ 
ND an einen Kreis (umiS) auf derKugel gezogen, so ist immer 

tangytang-g- = tangytang-^. 

Construction und Beweis« Beschreibt man in die Dreiecke 
IMN und HMN die, alle drei Seiten jedes dieser Dreiecke berührenden 
Kreise um E und Fj so ergicbt sich der Unterschied der vom Beruhrungs- 
puuct des Kreises um E in MN gebildeten Abschnitte = M() — NR oder 
MB — NDy und ferner der Unterschied der gleich Falls in MJS von dem 
Beriihrungspunct des Kreises um F gebildeten Abschnitte z=^MK — NL 
oder MA—JNC. Beide DiflFerenzen MD—ND und MJ—.NC sind aber 
gleich, da sie dieselben Bestandtheile enthalten, also müssen die von den 
Kreisen um E und F in MN bestimmten Abschnitte zusammenfallen. 
Hieraus folgt, dafs sich die kleinen Kreise um E und F und der Haupt- 
kreis itfiV in demselben Punct {G) berühren, und dals femer MN in die« 
sem Punct G von der verlängerten Centrale EF winkelrecht durch«, 
schnitten wird« 

Da nun 

tang FG sJD MG lang PG ^xxiNG 

sin MG tangjBC? "" sin ZV C tangiG 

ist, so mufs auch, wenn man Gleiches statt Gleiches setzt: 

taugiHMGcotllMN = tmgi HNG cot ilNM^ also auch 
tang{Hi»fGtangi7^0 = tang|//;VGtaug^/;\T, d.h. 

tangl^tanglß = tang ^ ß^ tang ^ a' sein, w. z. b. w. 

Aomerknng. Zeichnet man Dreieck HMN in derselben Lage auf der eutgegeo« 

gesetzten Seite von MN {MHssMH^ so folgt aus der Berührung der Kreise um 

F'und B' in demselben Puncl G, da sich hierdurch M/—iV/=:AIH'—2VH', also 

auch MI+NH' = MH'+NI ergiebt, dals IMH'N ein Viereck ist, in welches 

sich ein Kreis beschreiben läfst, und dafs bei jedem Viereck dieser Art (auch in 

der Ebene) die Torhin erwiesene Gleichung 

tang I H'MN cot i IMN = tang § ff NM col J INM, 
oder 

Xaüg i H' MN lang l INM == tang iH'i\r3J lang |/MiVr 
gültig ist. 
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11- 

Note sur une formule de La place. 



(Bxtrah d'aae diiMrtitioB.) 
(Far Mn Chr. Järgtnsen de Copeahague.) 

une fonctioa rationelle et entiere de y d'im degr^ moindre que 

fti + *+ A*a + 1 + •..•+ /*r + 1 ; 

8oit aussi X^Cy) la fraction qo'on obtieat en omettant dans la premidre le 
faoteur da d^ominateur (y — pmY'^'^^» Cela pose^ Laplace a donn^, 
daus la th^oric analytique des probabilit^ pag. 22« ^ 23« les formules aui* 
vantes^ qui peuyent s'^orire mmi 

d'ou il 8uit: 

2. le coefficient de y" dans le d^veloppement de oette fraetioa 

.i'm /Mpm)\ 

SS— S y—^ ^ 

Si l'on d^igne par -—fr- ^, -jtfi 

(1—/»,») » (1— p.ap) (1— IV«) ' 

fraotion rationelle, wl pi^ p^ , • , , pr soot les memes qaantü^ ^e ci- 
dessoS) et qu'on represente par ^«(x) ie fonotioa oorreapoodante d Am, 
on aura, en iaisant 

et dPs:— t 



f^-'/'C^) = KM' 
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DoDO la formnle (1.) se transforine daos celle-d: 

(1-p, xp'^\ . . . (1— pr »f'** "=i 1.2.3....f*„ap^,'» 
dou 

Obsenrant que le ooeffideDt de oet"*^ dans le developpemeDt de la 
firactioa 



aoSnie que le coefBoient de ^^ dans le d^T6l<^peiiieBt de la fi 

Y^ 

(r— Pi) ' —•(r— Fr) '^ 

t les puttsanoes deioendantos de Vf on troure par la formale 



-ti.2.3....|..^ap:- 

ou le seooad membre doit avair le aigoe — , A n est ua nomlire 
et +> ^'>1 Mt n^Btif« 

De mSme en obaervant, que le eoeflMent d 



le coefiSdent 



jbnt 






"=» i.2.3....ap;"* 



m 



oä Tod doit prendre |e «igne mpdmiir^ ai ii est positi^ et l'ii 

Mettant ud nombre fraotioimaire pour n, oti trouve 
terpn^diaires entre deux queloonques de la a^rie r^ciirrente« 
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Faisant 

■ ;;7jHp[ — ' jTTi ~ fl^ü + ^i«? + Ö2a?^ + -*«- 

et 

on deduit de la formule (4.)^ ea multipliant par^^o?" et sommant ensuite: 

nsü in=3* 1.2 3....^,^ c/p^"* 

formale doot je vais presenter une demonstration directe. 

Soit d'abord fc^ =: /tj • • • • =^ /^r ^= 0. On a dans ce oas, en de« 
composant la fraction^ 



(i-p 

douü 






ns« 'Pi' ^P»' 

si pi=::piy les fonctions ^^J( — ^ et ^p2( — ^j deviennent infiaies ; posantdonc 

^^ . = (f>(x), d'oÄ ^,(a:) = ,-7^^, M^) « T^^^^, 

(1— pja:)....(l— p,a;) ^^ " ^ ,^ ' (1— p,«)» /^'^ ' 1— P.«* 



ou trouve 



P. 9 (— ) «(Pi *) — Pa 9 (— ) « (Pa ») 

^P^/ vp»/ 1 



dont le premier terme donne §y dont la vraie valeur est 

Öpa * 

Aiosi la formule (5.) subsiste^ quand /Xi = l, et on la v^rifie de meme 
quand /Mj := 2» 

Je suppoM ensuite, cjuand fiissm— *1: 



fi=0 



«'-'[pr'v.(i)«(p.«)1 ,,. 



et je vais d^montrer , que la formule a i^galement lieu lorsque \i^ s=: m. 
£o effety en posant conoune ci«-des8U8 
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on a: 



nsao 






ou Ton prendra le signe -)-, si m est pair. 
Faisant pour abr^er 

d^vdoppant ^ reduisaiit an m^me d^nommatenr, ob trouTO 

±[l.2.3...(iit-t)(P,-F,)-2^-(«-l)(p.-p,)|^ +3.4...(m-l)(p.-p,)' ^ -.." 

dont le premier twme devient § , quaad pi=s p^f oe qui donne P^ =: -^s • 
DUF^^rentiant dooo baut et bas par rapport ä Pi, on a 

1.2.3.«(m-l)|^-2.3....(«-l)(p.-p.)|^.^ +3.4....(m-lXpri'.)* |p^ -.•" 

« +(Pa-P.r-»^ -1.2.3....(m-l)|^+2.3....(m-lXp.-p.)^-4" -«-J 
Ä^^„a«ap"= ,.2.3....(i„-i;«.(p._pJ-n-« ' + etc. 

ce qui se r^uit h 

.=« Ö"F HpT'p(^)''(p,x)\ 

Dono la formuie (5») subsiste pour une raleur quelconque entidre et po* 
aiti?e de ft^, et par GonB^quent de ftj^ iiy, ••«• ^^« 



Pour donner quelques exemples de la formuie (S.)y bcü d'abord h 
fraction proposto 

1— X»* 

OU m est un nombre entier < n. Faisant douo jX| = /f^ = ••••== ft^ ?= 0, 
Pi=tay p^=i(f^^ .... Pn^= «"; ou a, a% • • • • «" sont les raciaes de Te* 
quation x" — 1 = 0^ on a 

, , ^ (1 — a^x)x^^ 

1 

oe qui donne §9 quand xss — ; on trouve dans ce cas: 
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^'(^) = T«"^ = T»"*^'' 



poisque a"*^ ==s 1 as a*^. On a ainsi la fbrtnnle qae f ai troinrtie par iioe 
autre voie dans le vol. 6* de oe Journal pag« 105 et suiv« 



a lea formules oonniiess 

üSSO 



visO 



(royez le voL 4* de oe Journal pag. 281. et ainr«)» 

Faisant 7r(ar)=sr dans la formule (5«)^ done ^«=sl^ on re- 

tombe sur la formule (3.)^ qui se transforme dans ia formule (!•)• Ainsi 
la formule (5.) contient toutes lea autres« 

Maintenant) si Ton obsetve^ qu'en int^girant y fms de suite et n^ 
gljgeant los eonstantea arbitraires^ il rient: 



r ÄXL — (r~p)^lög(y~p) 

J y^f "" 1.2.3. ...(y—1) 

et 

y 1— pa? ~ 1.2.3.... (y—1) . (— pr * 

on a pour Tint^gration r^p^t^ des frao(i(ms rationelles^ les fonmdest 

^ /^* Xda^ _'^ ^ jP'^ y"Wl>2-3....(y^l)(~p^)^f 

7. / ■ ■ 414.1 ' ' ' At Ti ^^ ^ a ' ^ • 

J (1— p,a:/*^....{l— prarr'-^ «•=» 1.2.3....^dp^"* 

Si dans les formules (3.) et (7.) la firaotion proposee CQntenait dans le 
dcQomioateur un facteur jt^^ on lui domierait la forme 

(i-ji,«r» .... 
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ou fii-|-l=^f P =^ ^f auque) cas p^ dans le mimeraienr «erait 
oonafant* 

Quand ft^ t fhf •••• l^r wnt des nombres fraotionnaires y on tombe 
dans des transoendantes f qui ont fiiit Tobjet des recherches des g^me« 
tres modernes; il pourrait donc etre ntile, ce ma semble, de chercber^ 
n parmi les expressions connues de la fraction 

OU n est une quantit^ quelconqiie ^ il ne s'en tronref qui conviennc ä la 
fonniile (!•); par lä on parnendraif peut«£tre u des relations interesf^an-* 
teS) rappUcation ^nt faite d'une tdle expression aux formules (6.^ 7,). 

9. ÄTril 1833* 



Crelle's Journal d. M. Bd. XI. Hft 2. 



19 



142 12« Stern, Theorie der Kettenbruche. 



12. 

Theorie der Kettenbräche und ihre Anwendung. 

(Fortyetznng de» Aufsatzes No. 1- im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No« 90. im 
Yif^rteo HeAc X Bandes, and No. 4. im ersten Heft XL Bandes.) 

(Von dem Herrn Dr. Stem^ zu GoCtiDgeo.) 



Fünftes Kapitel« 

j4. Anweodaog der Kettenbriicbe zur Auflösung der ZahlengleichuDgeo. 

75. 

X^agraDge Lat zuerst gezeigt *), ^vie man die Ketteubrüche ziir Auflösung 
der Gleicbuogen anwenden kann. Seine Methode ist aber mit einer gro« 
tsen Unvollkonmienbeit bebaftet, die sie in d^n meif.ten Fallen ganz un- 
brauchbar macht. Sie fordert uemb'ob^ dals man schon den kleinsten Un- 
terschied der Wurzeln der aufzulösenden Gleichung kennt ; das Aufsuchen 
dieses Unterschiedes aber, ron welchem zugleich die Entdeckung der ima- 
ginären Wurzeln abliangt^ führt bei höheren Gleichungen zu so verwickel- 
ten Rechnungen, dafs dieses Verfahren als ganz ünaustübrbar angesehen 
werden mufs. F o u r i e r, dessen Bearbeitung der Lagrange sehen Methode 
leider nicht erschienen ist^ bat in dem Expose synopti^ue^ welches dem 
ersten Theile seines Werkes ^^ Analyse des ö^untions'' voransgegchickt ist, 
angedeutet : dafs das Aufsuchen des kleinsten Uoterschiedes ganz Uberfliissig 
ist, dafs man vielmehr die aufzulösende Gleichung zuerst so l>ehandeln 
muCs, als of> alle M^urzeln reell wären, dafs ferner, wenn sie imaginäre 
Wurzeln enthalten sollte, diese durch den Fortgang der Rechnung selbst 
angedeutet werden, und die Berechnung der reellen Wurzeln alsdann um 
so leichter wird« Diese Resultate wieder herzustellen, ist der nächste Zweck 
der folgenden Betrachtungen. Es ist aber hierzu erforderlich: zuerst aus 
Fourier die Mediode zu entlehnen, durch welche man die Gränzen fin« 
det, innerhalb welcher die Wurzeln einer Gleichung enthalten sind« Dies 
soll in den nächsten $• $• 76. — 82« geschehen« 



*) M/moire de Tacadc^mie de Berlin annSe 1767 et 1768, Tr€iUe de la r^solulUm 
des dquahcns numeriqUes, 
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Es sei die Gleichung: 

fix) = ^ar"* + urfxa?^ + ^.^r-^' + ^3^«?^' + •- • +-'-^1^+ ^« = 
gegeben, wo jiy A^y A^....A^ bestimmte Zahlen bedeuten^ iind m eine 
ganze Zahl ist. Es wird vorausgesetsst^ dals diisse Gleichung keine gleiche 
Wurzeki hat« Wäre eine Gleichung gegeben, die solche enthielte, so könnte 
man sie leicht nach bekannten Regeln entdecken, und die sie enthalten- 
den Faotoren wegschaffen. Man differenziire diese Gleichung m Mal hin« 
ter einander y und schreibe die IKflerenzial-Coeffizienteu in umgekehrter 
Ordnung neben einander, so dals man die Folge: 

erhält. Es soll nun, wenn in irgend einer dieser Functionen statt x der 
bestimmte lYerth » substituirt wird , z. B. in k\. • durch i V ■ ■ der 

WerA angedeutet werden, welchen ^^ * diffch diese Substitution erhält. 

Substituirt man in der Folge (A») statt x iiberall den Werth «, so wird 
jedes einzelne Glied das positive oder negative Zeichen haben. Diese Zei- 
chen schreibe man in der Ordnung, wie man sie erholt, neben einander; 
die ganze Zeichenreihe soll durch [a] angedeutet werden. Setzt man statt 
X den Werth — 00, so reducirt sich jede der Functionen 

auf ihr erstes Glied , daher hat die erste Function -j^ — ~ das + Zei- 

eben» die zweite ^ _j ^ ,^^ ^ das — Zeichen, die dritte das + Zeichen 

u. 8. w. Die Zeichenreihe [ — 00] enthalt also nur Zeichenwecbsel. 

Setzt man dagegen jets^oo, so haben alle Functionen das + Zen 
eben, und die Zeichenreiho enthält nur Zeichenfolgen. Setzt man statt x 
eine Zahl +«, die zwischen — 00 und 00 liegt, so ist leicht einzusehen, 
dals die dadurch entstehende Zeichenreihe [±«] so lange dieselbe ist wie 
[ — 00] y als nicht zwischen — 00 und ±a eine Zahl liegt, die so beschaf- 
fen ist, dafs wenn man sie statt x substituirt, alsdann eine der Functionen 

auf Null reducirt wird, weil eine Änderung in der Zeichenreihe nur daun 
entstehen kann, wenn eine dieser Functionen vom Positiven zum Negati« 

19* 
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ven oder un^ekelirt vbergeht) Aeter Übergtog «ber bei keiner algebrai» 
8ohen Funotion Statt haben kann^ wenn sie mdbt durch den Werth Null 
geht. Et nt daher besonders wichtige ai untersudien^ welche Änderung 
in der Zeidienreihe die SubstitotioB ebes Werthes a bervnrbringt ^ der 
wirkfich eine der Functionen auf Null reduoirt^ 

MBXk ndune zuerst an, diese Function sei f(x)j so dals /(«)ssO isti 

di^egen q\^ $ /v u. s« w. sämmdieh bekannte positire oder negative 

Werthe haben» Man substituire statt x in der Folge {^.) nadi einander 
die drei Werthe « — dc^^ a^ «4*^^f ^^^ setze die dadurch entstehen* 
den Zeioheoreihen [^_a«], [«], [a + da] 

auf drei horizontale Linien unter eioander« Diese Reihen werden nur in 
Hinsicht auf das letzte Zeichen, das jede enthält, verschieden sein« Denn 
da der Werth des Dülerensjals Ba uobestinimt ist, so kann es immer so 
klein genommen werden, dals keine der Functionen 



Null wird ; diese Functionen behalten also beziiglich dasseHie Zeichen wie 
~T^^ ^^* •••• ^^'f^ ^^^ /(«— a») negativ oder positiv 



den, je nachdem -4~^ positiv oder negativ b^ weil /(») Null nrf^ und ^ 
her das erste in der EntwidLclung von/(« — d«) hervortretende Gfiedj 
wdches das Zeichen der Function bestimmt, — Bm. ^^ ^ ^^ ^^u^ 
lidien Gründen ist /(« + ^ ^) positiv oder n^ativ, je nadidem -4^ posi» 

tiv oder negativ ist« bt -"^^ positiv, so werden die drei Zddienreiheo, 

wenn man nur die letzten Zeichen berncksichtigt, fitdgende Gestalt haben: 

[« — 3«] = • . . • -f- •— 
[a] s ...•+ 

[ J6 4- <J « J = ..•• + + 
Ist Q^ ' negativ, so hat man: 

[«] = 



• • • • 
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In jedem Falle ist in der Zeichenreihe [»^dct] ein Zeichen- 
wecbsel weniger aU in der Zeicbenreihe [x — d(x]^ sobald /(«) 
«sO, d.h. « eine Wurzel der gegebenen Gleichung ist« 

78. 
Ist aber « keine Wurzel der Gleichung, also /(et) nicht Null^ dage- 
gen irgend eine andere Function -j—f und nur diese^ gleich Null» uud 

man substituirt wieder aUmahlig statt m die Werthe a — Bx^ «, a+?cc^ 
ao wird man auch in diesem Falle d« so klein anndunen können , dals 
alle correspondirende Zeichen der drei Reihen: 

gleich snidy bis auf die drei Zdchen, welche durch die Substitution der dra 
Werthe in -^~r^ entstehen« Man hat daher nur nüthig, die drei auf ein- 

ander fblgendoi Functionen -^4^- , i n y ' g n-i " ^^ betracht», wenn 
man wissen will, wie sich die drei Zeichenreihen [a — c^a], \ci\^ [^ + ^«^1 
gegen einander verhalten« Die Function q~ ^^ negativ oder po«i 
süiv^ und die Function \\ - positiv oder negativ, je nachdem -j^^ 

pontiv oder negativ ist, die Function p^^^i kann aber ebenfalls positiv 
oder negativ sein« Hierdurch entstehen vier versdiiedene Combinationen. 
Sfaid ■ K \^^ und^ h J:J beide positiv, so hat oqau^ wenn man nur die 

den Funolfonen ^^^» ^^» ^i^=r entsprechende Zeichen nieder- 
aehrobt: 

[Ä ■■* V X\ 285 • • • • »i» •-.» »l» & ■ « • 
[ä -j- C ä] SB5 • • • • -|* -1- -f- • • • ♦ 

Stoa ^4^ oDd ^5^^' beidp nogatiT, m hat 



• • • 



• • r 



• • • • — - — • - • • • 



In diesen zwei FfiUen hat abo [%^Bx\ zwei Zeiohenwechsel weniger als 
[•-«leL ht?^5^ negativ, ^S^^lKiÄv, so h 



• • • • 



• • • • 
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yCi ••■• €7 0L\ SSS • t • • — -|- -|" • • • • 

\tKt\ SST • • • • •••— U "I" • • k • 

I Ä "1" « Ä J ss; . • • • — — •— -|" • • • • 

Ist - "l'Jll^ posUiT, ' ^X" ^ negativ, so hat man: 

[a] = . . . . -|- - 

I CC "4* €/ ft J SS , , . , -^ -4^ •«^- » • • • 

In den zwei letsten Fällen enthalt also [» + ^^1 eben bo viel 
Zeiehenwechsel als [a — dof,}. 

79. 
Es soll nun der Fall betraebtet werden, wenn mebr wie eine Func- 
tion durcb die Substitution des Wertlies a Null wird^ und zwar nehme man 
zuerst an, dals die e auf einander folgenden Functionen, 

da'* * öa'-^ > • • • • öa«-^* 

(unter welchen sich aber /(«) nicht befindet), und nur diese Null werden* 
Bildet man die drei Zeicbenrcihen : 

[oL — Ba]y [^], [a+9a], 
so kann man d ^ so einrichten, dals die correspondirenden Functionen, die 

der Function /; vorausgehen, und eben so die correspondirenden Funo- 

tionen, die auf die Function ^ j!!g^i folgen, in den drei Reihen gliche 

Zeichen bähen. Um also zu finden, wie sich die Zeichenreihe in ihrem 
Übergänge von [x — da] zu [a-|*^^l ändert, braucht man nur die den 
Functionen 

entsprechenden Zeichen zu betrachten» Man hat 



c«^"-» 2.3 ^oH-i 



'^ — r — ^ — vci • — ?; — Tirr" I • • • • 
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a>-i 2^'' aa"-H^ + •••• 

IkI €^ eine gerade Zahl, und — r~^ poutiv^ so hat man daher: 

[a—Sa] = ....-| (...... ...| [- ± 

[«] s= -f. ± 

\(t + Su\ = .... + + + + •••• + + + ± 
und ist ^ a+T" negativ, so hat man 

[ä — Sa] = •••• j -j-«... — "f" *~ d^ 

[a] — — . . • . ± 

[a + daj = .•.. — ..•. + 

In jedem Falle hat also die Zeichenreihe [a + ^a] e Zeichenwechsel we- 
niger als [a — da]« Ist aber e eine ungerade Zahl, so kommt es darauf 

®°> ^^ j ' ^i "" und fiJJ^ gleiche oder ungleiche Zeichen haben« Im 
ersten Falle hat [a-j-da] ^ + 1 Zeichen Wechsel , im zweiten e — 1 

Zeichen Wechsel weniger ab fa-r^a]. Denn sind -g-v+i ^^^^ "' Ba"^ 
beide positiv, so hat man: 

[a — ö aj = • . . • -^- — -f- •— . . • . -f- — -|- — -|. ^ , , ^ 

[a+ßa] = •••.-i""f*+ + «'-* + + + + + *«v 
und sind beide negativ, so hat man: 

(a— c?aj = ••.. 1 + .... 1 ! .••• 

loL-^ da] = 



• . • . "^■"" "~^ ^^^ — , , n , ^-^ - "^"^ ^^ ^ . . « • . 



Ist dagegen ■ g^<4:, posiüv, und —f^n-^r- negativ, so hat man: 

[a — 5 a] s= . . • . -| \ . . . . H 1 

[a 4- 3 aj :=....+ + + + .... + + + + - 

und ist -3-^-r negativ, und -g-^^r" po8^^»v> so hat man 

[a — da.] = ..,. [ h-'^-T--! 1- + 

[a + da] = .,., .... h 

80. 
Es ist noch der allgemeine Fall zu betrachten, wenn ao verschie- 
denen Stellen der Folge (^.) verschiedene Gruppen von Functionen Null 
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« 

werden^ E.B. aa einer Sl^e e FaBotioneoi an einer äderen e^ Function 
nen u. %. w« Dieser Fall kann Idcht auf den vorhergdMnden zuraok ge- 
führt werden ; man braucht nenriich nur jede der Terschwmdenden Gruppen 
for sich 2SU beiraditen» Will man daher wissen, wie viel Zeichenweohsel 
[a + da] weniger hat als [a — da] 9 so betrachte man zuerst die Gruppe 
von e Functionen, bt e efaie gerade Zahl, so finden sidi eben deswegen 
in [a+.dtt] ^ Zeichenwecbsel weniger ab in [a — da], ist ^ ungerade^ so 
hat [a+da] ^-f-1 oder e — 1 Zaichaiwechsd weniger. Eben so wird die 
Zeidienrrihe [a-)-da] wegen der Gruppe von e^ Function«!^ nach Um« 
ständen e.^ e^ + 1 oder e^ — 1 Zdchenwechsel wen^er db [a^^da] 
liaben u. s. w« 

Es wird hier immer roransgesetzt, dafs f(x) nicht unter den ver^ 
schwindenden Functionen ist, wal sonst die Gleichung gleiche Wursalii 
hiitte, gegen die Yoraussetanmg ($• 7d.)* 

Aus dem Vorhergehenden lassen sich nun folgende Resultate ableiten : 

I. Zwischen dem Werthe ar=s — oo und demWerthe xssop ver- 
liert die Zeiobeoreibe m Zeichenwechsel ($• 7Q«). Substituirt man daher 
nach eioaoder'^die Werthe a^ ßf statt x, so können die zwei Zeichenrei* 
hen [aj> [ßj nur höchstens um m 2jeichenwechsel Fwschieden sein» 

U. Die Anzahl der Zeichen Wechsel kann^ wenn man immer grS- 
Isere und gröbere Werthe (mit Rücksicht auf das Zeichen) statt x sub- 
stituirt, nie zunehmen, die anmal verlorenen Zeichenwecbsel können bei 
keiner späteren Substitution wieder erscheinen« 

IIL Liegen zwischen den Werthen x^=a und x = 0, n unter dn^ 
ander verschiedene reelle Wurzeln der Gleichung ai, «2^ (hf ••••» so mufii 
[ß] wenigstens /z Zeichen Wechsel wenigerhaben als [a], denn [di'^dag] 
hat einen Zeichen Wechsel (wenigstens) weniger als [ai — daj (§• 77«); 
ebenso hat [ot+do^] einen 2ieichenwechel weniger als [02 — ^(h] u«s.w« 

IV* Hat daher [ß] nicht weniger Zeichenwecbsel als 
[a], so kann zwischen a und ß keine Wurzel liegen; hat aber 
[ß] n Zeichenwechsel weniger als [a], so können zwischen a 
und ß nur n Wurzeln ligen« 

y» Man darf aber aus dem Umstände, dals [ßJ n Zeichenwechel 
weniger als [aj hat, nicht schlielsen, dafs zwischen a und ß auch wirk- 
lich n reelle Wurzeln liegen, weil das Yerschwinden der Zeichenwechsel 
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audi dadurdfi entstanden sein kann^ da& eine oder mehrere der in der 
Folge (^«) enthaltenen Functionen durch einen zwischen a und ß liegen*- 
den Werth Null geworden sind ^ ohne dals f(x) durch die Substitution 
eines solchen lYerthes Null wird. So viel ist aber gewifs, dais wenn n 
eine ungerade Zahl fet^ zwischen a und ß wenigstens eine reelle Wur- 
zel liegt, wml| wenn eine oder mehrere der in der Folge (A.) enthaltenen 
abgeleiteten Functionen Null werden, nur eine gerade Anzahl von Zeichen« 
wechseln verschwinden kann ($• 78., 70«, 80.). 

VI« Da das Yersdiwinden eines Zeichenwechsels immer auf eine 
reelle Wurzel deutet^ so müssen nothwendig durch die Substitution irgend 
dnes Werthes zwa Zeichenwechsel auf einmal verschwinden , sobald der 
Gleichung zwei reeUe Wurzeln fehlen, d. h« sobald sie zwei imaginäre 
Wurzdn ba^ und es müssen überhaupt so viel Paare von Zeichenwecliseln 
Terschwinden , als die Gleichung Paare von imaginHren Wurzeln enthält« 

TII« Weifs man mit Gewilsheit^ dafs zwisdien den Grunzen a und 
ß keine reelle Wurzd liegt, und hat [ß] 2 n Zeichenwechsel weniger als [a], 
so folgt daraus, dals die Gleichung wenigstens 2 n imaginäre Wurzeln hat* 
Ist daher irgend ein WetA a keine Wurzel der Gleichimg /(or) =: 0, d. h* 
mit anderen Worten, liegt zwisdien a — da und a -^ d a keine Wiirz^ die? 
ser Gleichung, und hat [a-f-^^j 2 /2 Zeichen wedisel weniger als [a — c^a], 
so folgt hieraus, dals die Gleichung wenigstens 2 n imaginäre Wurzeln hat» 

82. 

Die Frage, wie man die Gräuzen, innerhalb welcher die Wurzeln 
liegen, findai kann, ist durch das Gesagte vollständig gelöst, und wird 
praktisch am leichtesten auf folgende Weise erledigt. Man gehe von dem 
Werthe x = zuerst rückwärts, und setze allmählig ar == — 1 , a= — li>, 
flp^ss — 10^ u. s. w., bis man an einen Werth jp = — lO** kommt, der so 
besdiaffen ist, dafs [ — 10"] nur Zeichen Wechsel enthalt; zwischen — cx^ 
und — KT kann also keine Wwzel der Gleichung liegen« Dann setze 
man jp»1, ar=tO, jf = 10' u.s. w«, bis mau an einen M'^erth 10' kommt, 
der so lieschaffen ist^ dab [lO'J nur Zeichenfolgen enthält; zwischen 10 
und cc kann wieder keine Wurzel Uegen, vielmehr miissen alle Wurzeln 
zwischen — 10** und 10* enthalten sein« Man vergleiche daher jede zwei 
der auf euiander folgenden Zeichenreihen [—10'^] und[— lO^-'J, [—10^] 
und [—10'»-^] bis [— lO'^^J und | — 10*]« Hal)en zwei solche auf einander 
folgende Zeichenreihen diesdbe Axjzahl von Zeichenwecliseln, so liegt keine 

Grelle*! .tournal.«! M. IU\. XL Uü. 2. 20 
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Wurzel zwischen ihnen ; diese Zwbohenriiume werden nicht weiter beach- 
tet; hat die zweite Zeichenreihe einen Zeichenwednel weniger als d(e 
erste 9 so liegt eine reelle Wurzel zwischen den entsprechenden Gränaen^ 
hat die zweite eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln weniger als die 
erste, so liegt wenigstens eine reelle Wurzel zwisdien diesen Gränzen, 
ist aber die Anzahl dieser Zeichenwechsel eine gerade, so ist es zwdfel« 
haft, ob dieser Umstand auf eine gerade Zahl reeller Wurzeln oder auf 
eine Anzahl imaginärer Wurzeln deutet« 

Es kann auch vorkommen, daCs die Zächenreihe, die einem Wertfie 
a entspricht, nidbt unmittelbar mit einer änderet verglichen werden kann, 

weil einige der Functionen /\ , q^--^i "• s« w» durch die Substitu- 
tion xssza Null werden. In diesem Falle nimmt man statt a einmal 
a — da, und dann a^-^cc, [a — da] und [a-f*^^] werden wieder yolU 
ständige Zeicbenrdhen sein. Will man daher [a] mit einer 2jeichenreihe 
[ßi\ vergleidieD, die einem Werthe ßi <C a entspricht^ so nimmt man statt 
[a] die Z^chenreihe [a — da], will man aber [a] mit einer Zeichenreihe 
[ß] vergleidien, die einem Werthe ß>>a «iti^richt^ so nimmt man 
[a + dci] statt [aj. 

Es ist einleadbtend^ dab man durch das im vorigen §• angegebene 
Verfiediren^ welches in der Folge, der KSrze halber, das Theorem (/i.) hei- 
(sen soll, die Gränzen, innerhalb wolcher alle Wurzeln liegen, mit Sicher- 
heit finden kann ; es giebt aber keinen »cheren AufschluEs über die Natnr 
der Wurzeln« Im Gegentheil bleibt es in den meisten Füllen ungewils, 
ob die durch den Unterschied in der Anzahl der Zdchenwechsdi ange- 
deuteten Wurzeln reell oder imaginär sind» Es mulz also die CVage ge- 
löst werden, wie man die reellen Wurzeln von den imaginSren unter- 
scheiden kann. Es ist anleuchtend, dafis diese Fn^ nicht dadurch ent- 
schieden werden kann, dafii man statt der schon gezogenen Grunzen o, ß, 
engere ai , ßi zieht« Denn liegen z. B« zwisdien a und ß zwei imaginäre 
Wurzeln, so dals [ß] zwei Zeidben Wechsel weniger als [a] hat, so wird 
auch [ßi] zwei Zeichraiwechsel weniger als [aj haben ; so lange man aber 
über die Natur der Wurzeln ungewift ist, kann man nidit wissen, ob dies 
nicht daher rührt, da(s die Gleichung zwei reelle Wurzeln hat, die zwi- 
schen ai und ßi liegen, und dieser Zweifel wiirde bleiben, wie enge auch 
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die GrSnzen gezogen sind« Man findet aber bald, dafs jede genaue Nä- 
hcrungsmethodc, d. Ii. jede^ welche lehrt, wie man sich mit Sicherheit dem 
wahren Werthe der reellen Wurzeln, wenn solche vorhanden sind, immer 
mehr nähern kann , nothwendig audi auf die Entdeckimg der imaginären 
Wurzeln führt. Sobald nemlich das Theorem {A.) gegeben ist, so sind 
mit demselben auch (»ne unendliche Menge genauer Näherungsmetbodcn 
gegeben, die sich im Grunde nur durch die uulsere Form unterscheiden, 
die sie dem Werthe der Wurzeln geben. Denn hat man durch das Theo- 
rem (j4.) gefunden, dals eine oder mehrere Wurzeln der Gleichung f(x) =s: 
zwischen den Gränzen a und ß enthalten sind, so ist a ein Näherungs- 
werth von x. Setzt man den noon unbekannten Theil des Werthes der 
Wurzel =Xiy so kann man or als eine Function der GröIÜBen u und Xi 
ansehen und daher x:ssF(a, xj) setzen. Substitiurt man diesen Werth von 
X in f{x)z=zOy so erhält man eine neue Gleichung <P{xi) =0, und man 
kann, vermöge dos Theorems (^.) wieder Gränzen ^i, ßi bestimmen, in- 
nerhalb welcher x^ liegt. Setzt man alsdann jti as \p (ocx 9 x^ und substituirt 
diesen Werth in (p {x^ = 0, so erhält man me neue Gleidiung % [x^ = 0, 
und man kann wieder, vermöge des Theorems (^t), die Gränzen bestim*- 
men, innerhalb welcher x^ liegt, und auf diese Weise kann man sich dem 
wahren Werthe von x immer mehr nähern. IKe Frage, wie man sich 
dem wahren Werthe einer Wurzel inuner mehr nähern kann, kommt 
also darauf zurück, mit Hülfe des Theorems {A.) einen continuirlicheo 
Ausdruck zu flnden, der sich der Wurzel desto mehr nähert, je mehr 
Glieder desselben man zusammen nimmt. Da es aber unendlich viele 
continuirliclie Formen giebt, so giebt es auch unendlich viele Näherungs« 
methoden; die Hauptformen sind auch hier wieder die unendlichen Pro- 
dacte, die unendlichen Reihen und die Kettenbrudie. Hat man nun ver- 
möge des Theorems {A.) gefunden, dals zwischen den Zahlen a und 0, 
n Winrzeln der Gleichung angedeutet werden , so muüi jede genaue Nähe- 
rungsmethode , wenn man sie imter der Toraussetzimg anwendet, dals 
n reelle Wurzeln vorhanden sind, auch n reelle Werthe liefern, wenn die 
Voraussetzung richtig ist ; liegen aber zwischen a und ß weniger als n reelle 
Wurzeln, so muls die unter einer falschen Voraussetzung angewandte Me- 
thode, indem sie /i Werthe zu entwickeln sucht, nothwendig auf einen 
Widerspruch, auf etwas Ungereimtes führen, und gerade darin liegt das 
Kennzeichen der imaginären Wurzeln. 

20* 
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84. 
Eine der bekanntesten AuflösungsmethodeD, die Newtonsohe, be- 
ruht auf der Eutwickelung der Wurzeln durch eine unendliche Reihe. Es 
sind aber noch eine Menge anderer Auflosungsmethodeu mögtich, die fu6b 
auf dieselbe Eutwickelungsart gründen^ und nur durch die Form, die man 
der unendlichen Reibe giebt, von einander verschieden sind« Sie führen 
alle, sobald man das Theorem (^•) zu Hälfe nimmt, eben so sicher zum 
Z^recke, wie die Newtonsche Methode, wenn auch nicht alle eben so 

schnell« Eine der einfachsteD dieser Methoden ist z« B* folgende. Wir 

98 
wollen zuerst annehmen, es sdl ein rationaler Bruch, z« B# ^^ g^b^n> ^^ 

in eine Reifie verwandelt werden soll, so kann dies auf folgende Weise 
geschehen« l^Ian sudie zuerst die groCste ganze Zahl, die in diesem Brudbe 

enthalten ist« Diese ist hier 3, man hat 07==^ 3 + 07' ^^^ suche nan zwei 

11 17 

Brüche — , — p^ , zwischen welchen 77s enthalten ist (m bedeutet rine 

ganze Zahl)« Man findet 57^0 ^^ '^^ 27^^2"^"fi4* d«iso gj^l 

= ^ + 4^4^^^ 

27 ~ ^T^2^F + 4.54* 

Ganz auf dieselbe Weise kann man den rationalen oder irratumalen Wertfa 
der M'urzcl einer Gleichung entwickeln« Es sd die Gleichung 

gegeben. Man habe durch das Theorem (J.) zwei Zeidienrelhen [a] mid 
( ß I gcfnoden, so beschaflfen, da(s [a] nur einen Zeichenwechsel naehr ent- 
halt als [3] , so liegt also zwischen a und ß eine Wurzel der Gleichung (a.)« 

Man setze nun xs=sa-| *), substituire diesen Wwth in (q.) und bilde 

die neue Gleichung 

{b.) F{x,) = 0. 

Die Gröfse x, mufs nothwendig positiv und gröiser als die Einheit, oder 

s=: 1 sein« Man suche nun durch das Theorem (A.) zwei ganze positive 

Zahlen m und iti-^I^ zwischen welchen x' Hegt, dsdann setze man ar=: 

^^"1 — IlT'^ f und bilde, indem man diesen Werth in (a.) substituirt. 



*) Es vrird hier roraasgesstzt , daCs a and ß positire Zahlen ttad, wifsn sie 
aegative, so wurde man «=/7-^ — sstzsn« 
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die neue GleichuDg 

(c.) <POv„) = (x,, muf« wieder >1 sein). 

Man bestimme ypieder durch das Theorem (^.) die zwei ganzen positi« 

ven Zahlen m^ und ^i^-l^ zwischen welchen x,^ hegt^ so hat man 

1 1 1 • 

x^ssz d^ — -— + — ri + ~ 9 wnd indem man dasselbe Verfahren fortsetzt, 

SO kann man den Werth von x so genau , als man es wiinscht^ erhalten« 
Sollte aber [a] mehr als einen Zeichenweohsel mehr als [ß] enthalten^ so 
wurde der Zweifel entstdien, ob dieser Unterschied in der Anzahl der 
Zeichenwechsel auf reelle oder imagiaare Wurzeln deutet. Die Fort- 
setsung der Entwickelung entscheidet aber hierüber immer mit Sicherheit« 
Da es hier nicht unsere Absicht ist, diese Auflösuogsmethode in allen ihren 
Einzelnheiten zu verfolgen, so wollen wir nur den besonderen FaH betrach- 
ten, wenn [a] zwei Zeichen Wechsel mehr hat als [ßj, da sich ohnehin 
von diesem Falle auf die übrigen leicht schlielsen Uüst« Es entsteht also 
der Zweifel, ob zwischen a und ß zwei reelle Wurzeln enthalten sind, 
oder ob zwei imaginäre angedeutet werden« Sind beide Wurzeln reell, 
10 muls auch die Gleichung (b.) zwei reelle Wurzeln haben. Findet man, 
dab die Wurzeln dieser Gleichung nicht zwischen denselben Gränzen m 
und m-^ly sondern zwischen verschiedenen Granzen m und m^-l» ^ 
und JV+l liegen, so sind auch die Wurzeln der Gldchung (a.) getrennt, 
und daher reell ; hat dagegen (b.) keine Wurzel, die > 1 ist, so folgt dar- 
aus, dals die znei Wurzeln der Gleichung (a.) imagiulir sind« Nur in dem 
Falle, wenn auch die beiden Wurzeln der Gleichung (b.) zwischen den 
Gränzen m und m -{- 1 liegen sollten, bliebe die Natur der Wurzeln zwei- 
fdhaft. Man bilde alsdann die Gleichung (c). Sind die Wurzeln der Glei- 
chung (a.) reell, so muls auch (c.) zwei Wurzeln haben, die >1 sind; 
sucht man daher die Grunzen der Wurzeln der Gleichung (c.) und findet, 
daJb sie > 1 und getrennt sind , so folgt daraus , dafs die Wurzeln der 
Gleichimg (a.) reell sind, hat (c,) nicht zwei Wurzeln die ^ 1 sind, so sind 
die Wurzeln der Gleichung {a.) imaginär; sollten aber die Wurzeln der 
Gleichung (^.) zwischen denselben ganzen positiven Zahlen mi und mi4*l 
enthalten sein, so muls man wieder eine neue Gleichung (d,) bilden, und 
indem man so fortfahrt, mufs man noth wendig dahin kommen, die Wur- 
zeln zu trennen^ c^er zu erkennen, dals sie imaginär sind. 
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Es sei z. B* die Glachung: 

f(x) = x' + 2jc' — 3ar + 2 = 

gegeben. Hier hat man: 

/(a?) = «» + 2x»— 3« + 2, 

^> = 3a!' + 4« — 3, 

oa: ^ 

und [—10] = H 1- — 

[- 1] = + + 

fO]=r ++ — + 

[1] = + + + + 
Es liegt also eineWarzel zwisdben — 10 und — 1, Zw^ Wurzeln werden 

zTrisohen und 1 angedeut^. Um zu entscheidenj ob ue reell oder imagi- 

nSr sind) setze man :r=0-{ — und substituire diesen Werth fai/(x)y so 

erhalt man die neue Gleidhnng: 

F{x^ SS 1x\ — 3xi + 2jf. + 1 =8 0. 



Hier hat man 



ä!Ä^= 12,-6. 



folglich ist 



h^ F(x,) 



12, 



[1] = + + + + 

Es liegt ako zwisdien 1 und oo keine Wimel der Gleidiung F{x^ =: 0^ 
d. b. die Wurzeln dieser Gleidiung sind zwisoben — oo und 1 enthalten, 
folglich sind die Wurzeln der Gleichung /(x) == imagioSr *)• 

85. 
Der Gebrauch der anendlidhen Producta zur Auflösung d» Glei* 
chungQD soll nur an einem ganz ein&chen Beispiele gezeigt werden« Es 
soll die Gleichung: 
x^ — 2 = 

*) VergK Analyst d^s ^quat. pag. 125. 
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aufgdSst werdeo« Man weift hier auch ohne Hülfe des Theorems (J.)^ 
*dala ein Werth von x zwischen 1 und 2 Kegt, abo jr<Y* Man setze 

2 a: 

nun ars=Y«-^^ so hat man: 

4a-: — 18 = 0, 

^> 2 2 2 2 2 /r 

also xi^g und 4?>Y.y Man setze jp= y •-!•.--•% seist 

16x* — 450 = 0, 

1 >*rirt.^226 226 ar. 

also j?,,^g| lolgiicn ^^Y'"3'*T> ™*^ setze ^ = y* y- y- 7 • • • • 
FShrt man auf diese Wdse (ort, so findet man : 

_ 2_ 2 6 6 10 10 ^ ro 

^ ~ i *T*"5 •yT'ii'"** ~ ^ * 
ein Resultat, das man sdion lange auf indirectem W^e gefunden hat ^). 

86. 
Will man die Wurzel durdi einen Kettenhruch ausdrucken, so 
kann dies wieder auf sehr verschiedene Weise gesohdien, je nachdem 
man diesem Kettenbruche eine oder die andere Form giebt« Am vortheil* 
bafitesten ist es, die Form des Kettenbrudn so zu bestimmen, dab alle 
Theilzähler der Einheit gleich, und alle Thetlnenner positive ganze Zahlen 
sind« Denn diese Kettenbrüche haben, wie schon früher gezeigt wurde 
($* 15.), die Eigenschaft, dals die Näherungswerthe, die mau aus densel«- 
ben erhält, dem wahren Werthe nSher sind, als jeder andere Bruch, des« 
seu Nenner nicht grolser als der Nenner des Näherungswerthes ist« Man 
bat daher schon lange diese Kettenbrüche angewandt, um die Aufgabe zu 
losen, wie man zu einem Bruche mit sehr grobem Zähler und Nenner 
andere kleinere Brüche finden kann, die sidi dem Werthe desselben so 

viel als möglich nfihem*^). Ist nemlich ein ]Bruch -g- gegeben, so kann 



•) Vergl. Euler Introd, in an. inf» pa^^UJ. 

♦♦) So viel man weils, war Hagenitts der erste, .der die KeUcnbrüche zur 
Lösung dieser Aufgabe so wandte, in seiner Äbtiandlung: De automato planetario. 
Die dort beschriebene Masdiine wurde im Jahre 1682 ausgeführt (s. die Vorrede zu 
Bogen. Opusc. posth. Lugd. 1703). Wallis bat dieselbe durch ein viel schwieri- 
ceres Verfahren gelöst; sie wurde ihm im Jahre 1663 oder 1664 Ton einem Edward 
IlaTenant vorgelegt (Wallisil Algebra cap, 10. Oxon. 1693, anglice ed. 1686). 
YTallis mufs damals (1693) Ton Hugenius Arbeit Nichts gewufst haben, denn ec 
sagt: „qiäa non video quempiam eandem rem ex prqfesso traciassey Durch Walljs 
Biethede erhalt man sowphl die Hauptbriiche als die eingeschalteten Nebenbrüche 
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man denselben leidit in einen Kettenbruch der verlangten Art verwandeln« 
Es sei a die grölste in -g enthaltene ganze Zahl, so dafs jissaS -f*^ und 

C<iB \&iy femer «i die grulste, iu dem Quotienten -^ enthaltene ganze 
Zahl, so dals Bssna^ C-^-D ist, eben so sei C z=z,a^ B-^^E u. s« w« , so hat man 

^«„+1 (5.2.), 

«1 + 



a, etc. 



(§. 13. «ad 15.): so iindel er als Näheningswerthe des Braches oq7ai;7| ^® Bruche 

1 9 17 26 1 2 

T* 9ft' v;' tS' ••••' ^^® grofser als der wahre Werlh sind, und die Brache j-, yf 

O J, It ß 7 Q 

jt;» 7:i> r?* J7i# K^i kip ••••* die kleiner als derselbe sind. Sucht man die Nähe- 
IQ 14 lO xv 22 2o 

rungswerthe nach Hagenias Verfahren, so bat man: 

8376571 = 3.2684769 + 322264, 

2684769 = 8 . 322264 + 106657, 
322264 = 3. 106657+ 2293, 
der Anfang des Kelteobruchs ist also 

0+1 



3+i 



• • t 



und die ersten Näherungswerthe 

3.0+1 _ i 8.1+0 _ 8 3.8+1 _ 25 

1* 3.1 ""3' 8:3+i~25* 3,25+3 ""78' 

Als eingeschaltete NebenbrSche erhält man 

1.1+0 _1 2.1+0 2 3.1+0 _ 3 4.1+0 _ 4 5.1+0 _ 5 6.1+0 _ 6 

1-3+1 ""4^ 2,3+1 ~ 7' 3.3+1 ~ 10' 4.3+1 ~ 13' 5.3+1 ""16' 6;3+l~19* 

7.1+0 _ 7 1,8+1 _ 9 2.8+l_17 

7.3+1 ~ 22* ®'"*' 1.25+3 ~ 28' 2.25+3 ""53' 

Es lälst sich hiernach vermuthen, dab schon Davenant Hugenins Verfahren 
angewandt hat, denn Wallis sagt: „sed et Davenantius methodum habuä ipse 
kujutmodi approximationes, non omnes quidem, sed praecipuas invesiigandi.^ 
Bedenkt man nemlichp dafs die Theorie der Nebenbrüdie erst durch Lagrange 
(iUc/ift. de Vac. de Berlin 1767) entwickelt worden ist, so wird es sehr wahrschein- 
lich, dafs Dnyenant nur die Hauptbriiche auf dieselbe Weise wie Hugenius 
fand, und dafs gerade diese Wallis praecipuas nennt« Euler scheint Hnge- 
nius Aufsatz gar nicht gekannt zu haben, und ron selbst auf dieselbe Methode ge- 
kommen zu sein; er erwähnt überall nur Wallis Auflösung im Gegensatz zn der 
seinigen. So z. B. (Nov. comnu ac» Petr. T. 11.) in dem Aufsatze: De itsu nov. aigar. 
§.7. sagt er: ,^quod problema olim feliciter aWallisio soliäum equidem quoque jam 
dudum. per fruciiones coniinuas midto commodius expedivi. Man vergleiche auch den 
Aursatz: De fractionibus continuis §.14. in Cojnm. ac Petr. T. 9. und Introd. in an. 
inf. §. 382. Keiussweges aber hat Wallis, wie Waring sagt {Meditat. algehr. 
pag.t76.)f die Hugenius'sche Methode erfunden. 
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und wenn man die Naberungftwerthe diesen Kettenbraobs entiYickelh so 

erhalt man Brüche, die dem Werthe ^ naher kommen ^ als jeder andere 

Bruch mit nicht^ gröfserem Nenner» 

Außerdem hat man bei Anwendung dieser Ketteuhrüche zur Be- 
stimmung der Wurzeln den Yortheil, dals jede zwei auf einander folgende 
NUheruugswerthe Grunzen sind^ innerhalb welcher die Wurzel liegt , da 
diese Naherungswerthe abwechselnd gröfser oder kleiner sind, und man 
daher die Grunzen des Fehlers bestimmen kann, den man begeht, wenn 
man statt des wahren Werthes einen Näherungswerth nimmt (§«15»). 
Die Kettenbrüche, deren Zahler der Einheit gleich und deren Nenner ganze 
positiTe Zahlen sind, haben einen irrationalen Werth, wenn sie ins Uuend- 
h'che fortlaufen (§.tt4. !•)• Ist daher die Wurzel einer Gleichung ratio- 
nal, so muls der ihr entsprechende Kettenliruch nothwendig irgendwo ab- 
brechen und ein endlicher sein, läuft der Kettenbrucb ins Unendliche fort, 
so folgt daraus, dals die Wurzel irrational ist. 

Man nehme nun zuerst an, dafs die gegebene Gleichung t 
(a.) S{x) = Jx- + J.x-"' + .... + ^^ 
nur reelle M^irzeln enthält» Man suche also vermittelst des Theorems 
(A,) die Grunzen, innerhalb welcher die Wurzeln enthalten sind, die nur 
um eine Einheit verschieden ^d, diese Gränzen seien a und a + 1« 

Es soll nun zuerst der Fall betrachtet werden, wenn zwischen die« 
Ben Gränzen nur eine Wurzel hegt; es ist also a ein Näherungswerth die« 

ser Wurzel» Man setze daher jc^ = a -| — , wenn a positiv ist, und x ss 

Xf 

a , wenn a negativ ist* In jedem Falle ist also Xi positiv und grö« 

bet als 1« Substituirt man den Werth a + — statt x in der gegebeneu 

X, 

Gleichung, so erhält man eine neue Gleichung 

(Ä.) F(a?i) = 0. 
Diese Gleichung kann nur eine reelle positive Wurzel haben, die gro- 
ÜBer als 1 ist, denn hätte sie zwei x, imd x,,^ so hätte auch x zwischen 

den Gränzen a und a-f-1 «wei reelle Wurzeln a + — , a + — , gegen die 

Voraussetzung» Man bestimme wieder die Gränzen a^ und Oi4*l| zwischen 

welchen Xi Kegt, und setze x^^=>u^^ — . Substituirt man diesen Werth in 

Crelte*s Jonrnn) <]. M. BJ.XI. Hft.2. 21 
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ii.)f fo erfaSlt man eine neue Gleichangx 

Diese Gleichung kann ebenialb wieder nur eiaen reellen po8iti\ eu Wortli 
habeni der gröfiier abl ist. Man kann wieder seine Granzen u^ und as+l 
bestummen^ und indem man so fortfahrt, erhalt man den Niiherungiwerth : 

X = F(a + l:ci-|- l:at + ete«)« 
Sind aber zwischen den Gränzen o und o-f- i mehr als eine reelle Wurael^ 
allenfalls n reelle Wurzeln enthalten, so haben diese alle den gemeinsdhaft* 
Koben Niiherungswerth a. Setzt man daher 

so mub die dadurch entstehende Gleichung: 

(Ä.) F(.rO = 0, 
n Wurzehi haben, die positiv und gröDser als 1 sind. HStte sie mehr oder 
weniger, so würde auch x mehr oder weniger als n reelle Wurzeln zwi* 
sehen den Gränzen a und a-f-1 haben, gogen die Voraussetzung« In der 
Regel wird nun jede Wurzel der Gleichung (6.) von den übrigen getrennt 
und zwischen besonderen Grunzen a^ und ^i + l» ^x ^^^ ^i + l> ^i uud 
c -^ 1 u. s. w. enthalten sein. Man verfahrt alsdann mit jeder dieser Wur- 
zeln wie man früher mit x verfuhr, indem man durch die Substitutionen ; 

I 1 IL I 1 I 1 

xi = öTi-f-— , xi zsz öi-f-—^ xi = ^ii"~5 •••• 

n Gleichungen erhält, deren jede noth wendig nur eine reelle Wurzel, die 
grfilser als 1 ist, Iiaben kann und mufs. Hierdurch findet man, indem 
man die Entwickelung weiter fortsetzt , die n Werthe von x so nahe als 
man will« Sollten aber von den n Wurzeln der Gleichung (6.) z. B. 
ri'^m Wurzeln zwischen denselben Granzen Oi und ^i «4* 1 entMten sein, 
d.h. hat die Gleichung (a.) eine Anzahl n — m von Wurzeln, deren Werthe 

mit den Gliedern o -| — anfangen, so substituire man nur wie früher statt 

Xi den Werth «i + ~ in ( ^* )• Die dadurch entstehende Glächung 

(c.) <p(:r,) = 
mufs nothwendig n — m reelle positive Wurzdn beben, die grober ab 1 
sind« In der Regel werden diese Wurzeln getrennt s^, d. b. jede wird 
zwischen zwei besonderen Grunzen o^ und ^o-f*l liegen« Sollte dies aber 
nicht der Fall sein, vielmehr n — r Wurzeln zwischen denselbcB GranzeD 
a. und O2+ 1 enthalten sein, so dafr die Gleichung (a.) /i—r Wurzehi hat. 
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deren Wertfae mit o -) -^ anfangen, so. substihiire man wieder in (c.) 

1 ' 
statt X2 den Werth aj-j — ^ um eine neue Gleicbung 

zu bilden. Hierdurch mufs man zuletzt auf eine Gleichung kommen, in 
der alle Wurzein getrennt sind, d. h« jede besonders zwischen zwei gan- 
zen Zahlen liegt, die nur um eine Einheit verschieden sind, da nach der 
ursprünglichen Voraussetzung die gleichen Wurzeln ausgeschlossen sind, 
also die den verschiedenen Wurzeln entsprechenden KettenbrBche notb- 
wendig bei irgend einem Theiiuenner anfangen müssen^ von einander ver- 
schieden zu sein» Sobald aber die M'urzeln getrennt sind, so ist das Ver- 
fahren dassdbe, wie in dem Falle, wenn gleich von Anfang an nur eine 
Wurzel zwischen den GrSnzen a und ^+1 li^gt, welcher Fall schon er- 
örtert worden ist» 

88. 

Bildet man die Gleichung (^.), indem man unmittelbar in {a.) iiberall- 

statt X den Werth aA substituirt, und verfahrt man auf ähnliche Weise 

l>ei der Bildung der Gleichungen (c), {d.) u. s. w. , so wird die Rechnung 
weitläufig. Man kann aber auf eine bequemere Weise die Coefiicienten 
der Gleichung (A.) aus der Gleichung (c), und eben so die Coefßcienten 
jeder der folgenden Gleichungen (^ ), {d.) u« s. w. aus der unmittelbar vor- 
hergehenden finden. Bekanntlich ist 



man dsher in der Gleichung {o.) 
iiatt X iilieraU x-\ , so bat man 

X, 

j( m t_ cJ-a?" 1 , a '.a?"« 1 , \ 

■^Ai\X -\ 5^^'— •1-,2.ax«\r^^*"V 

21» 



•a-r 
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Setzt man in denoi letzterem Aindrucke statt a^ überall a, so ist das Resul- 
tat dasselbe, als wenn man in der Gleichong (a.) statt x nberall a-f- — 
gesetzt hatte 9 man hat also 

oder 



Man erhält also die CoefBcienten der Gleichung (b.\ indem man die sue«. 
cessiven Diflerenziale von /(x) nimmt^ und dann statt x iiberall o sub^ti-* 
tuirt« Eben so erhalt man die CoefBcienten der Gleidiung (c), indem man 
die successiven DiflTerenziale von F(xi) nimmt und dann statt Xi iiberall 
^1 substituirt u. s. vr. Man bemwke noch au&erdem^ da(s man die GröJsen 

/(ö), A^y •••• /(^i)f "^;r^.* •••• "*^^^* ^"* besonders zu berechnes 

braucht, sondern da& sie schon wegen der Granzenbestimmnng berechnet 
sein müssen. Denn indem man z. B. die Granzen o und c-^-l bestimmt, 
so mufs hierzu die Zeicbenreiho [o] und also auch der Wertb der Grölsen 

-^— - , ^ ^^\ ^ n. s« w. bestimmt werden« Blan wird daher wohl thun, 



bei Bestimmung der Zeichenreihen unter jedes Zeichen den Zahlenwerth 
der entsprechenden Function zu setzen, wie dies auch im Folgenden ge* 
schehen soll. 

89. 

Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern ^ soll die 

Gleichung 

(ö.) f(x) = a?^— 7jr + 7 = •) 

au%elüst werden. Hier hat man 

Ferner 

[_10] =s g 60293 923 



[0] 



6 6 4 13 

+ -^ + 
6 7 7 



*) Lagraoge R4s. des /quat. num. chaf.4» 
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m.^ •+" •+" — "T 
— 6641 

l^'^J — 5 60 293 937 
Es ist alsii eine Wurzel zwischen — 10 umi — 1 entiialten, zwei li^^n 
zwis^cbeii 1 uud 10. Man zieho nun die Grunzen enger zusammen^ so 
findet man 

l *J — 6 244129 

* '^J ~ 6 18 20 1 

eine Wurzel liegt also zwischen — 3 und — 4» 

Ferner findet man 

r')i — 4" "T "i" T 
•■^-' "• 6 12 5 1 

also liegen zwei Wurzeln sswischen 1 und 3* 

Um die Wurzel« die zwischen — 3 und — 4 liegt ^ weiter zu eqtf«- 

j 

wickeln y setze man ars= — 3 y so erhalt man die Gleichung 



x. 



oder 

(Ä ) x[ — '20 x\ — 9a?i — 1 =0. 

Da Xi >> 1 sein muCi ($. 87.), so braucht man nur die Zahlen, die 
gröüser als 1 sind, zur Gränzenbestimmiiog anzu\Fenden, Mao hat 

F(x,) s= xj — 20x;— 9a:, — 1, 

3^ ^ 6^.-40, 



aUo 



f *1 *" 6 34 46 29 
[10] = 6 20 109 1091 

[20] = 6 80 391 181 
^ ^ ^ ^ 

[30] = g j^Q ^^g^ gyj^g 
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Es liegt also eine Wurzel der Gleichung (6.) zwischen 20 und 30. Nun 
hat mau: 



Pl] — f 86 374 251 
also liegt diese Wurzel zwischen 20 und 21. 

Setzt man ari=:20-| — ^ so erhält man die neue Gleichung: 



^7 



^181:r: + 391x: + f .*, + A =, o, 
oder -^ ^-^ 

181ar;4-391^'— 40ar2— 1 =0, 

woraus man wieder den Werth von jr, bestimmen kann u.s«w. 

Um auch die Wurzefo^ die zwischen 1 und 2 liegen^ weite 
wickeln^ setze man: 



so erhalt man: 



also 



x=i + i. 



F(jr) BS ar; — ix] + 3x, + 1, 



-3-- Oaf, — b, 



da? 
a» F(a?) _ ^ 

i*j — 5 2 2 1 

roi SS + S 

'■■'6*1 1 

•^^J "" 6 10 6 1 

es liegt also &ne Wurzel zwischen 1 und Q, eine andere zwisdien 2 und 
3 , d. b. ein Werth von x Hingt mit 1 + T » ^^^^ andere mit 1 + -^ «n. 
Die Wurzeln sind nun getrennt, und man kann jede besonders weiter ei^ 

wickeln, ie nachdem a?i = 1 + — oder arj s=r 2 H — setzt. 

' '"» ^» 

90. 
Im vorhergehenden Beispiel wurde stilbehweigend aogenommen» 
dafs die zwei zwischen den Gcauzen 1 und 2 angedeuteten Wuraoehi reell 
Sind, es hätte aber auch sein kikinen, dafk der Verlust der zwei ZekAeo- 
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Wechsel auf zwei imaginäre Wurzeln gedeutet hStte^ da das Theorem (^.) 
im Allgemeinen über die Natur der Wurzeln nicht entscheidet. Es bleibt 
daher noch die Frage übrig , wie man in jedem Falle über die Natur der 
Wurzeln Gewilsbeit eriangen kann. Man nehme an^ es seien zwischen den 
GKinzeu a und a+1^ n Wurzeln der Gleichimg: 

angedeutet^ so kann über die Natur der Wurzeln nur dann Zweifel eut* 
stehen^ wenn /2]>1 ist. Wir wollen zuerst den einfachsten Fall betrach- 
ten^ wenn /is=2 ist. Man verfahre eben so^ als ob man die Gewilsheit 
hätte 9 dafs die Wurzeln reell sind und setze daher dp = o + — . wodurch 

man eine neue Gleichung: 

(b.) F(x,) = 

erhSlt. Sind die Wurzeln wirklich reell^ so mufs die Gleichung (&.) zwei 
Wurzeln haben^ die gröJber als die Einheit sind. Man bestimme daher die 
Grunzen dieser Wurzeln durch das Theorem (^•)* Findet man wirklich 
zwei solche Wurzeln, die von einander getrennt sind, so weifs man, 
da(s die Wurzeln der Gleidiung (a.) reell sind, hat aber (b.) nicht zwei 
Wurzeln, die grölser als 1 sind, so folgt daraus von selbst, dals die Wur- 
zeln der Gleidiui^ (a.) imaginär sind. Es kann nur dann ein Zweifel 
über die Natur der Wurzeln bleiben, wenn die Wurzeln der Gleichung 
(&.) wieder zwischen denselben ganzen Zahlen Oi und ^i + l liegen; als- 
dann setze man: Xissa^-] — , wodurch man eüae neue Gleichung : 

erhält. Man suche alsdann wieder, ob die Gleichung (c.) zwei reelle posi- 
tive Wurzeln hat, die gröJber als 1 sind. Findet man wirklich zwei solche, 
die getrennt sind, so folgt hieraus wieder, dals die M^'urzelu der Gleichung 
(a.) reell sind ; findet man dafs die Gleichung (c.) keine zwei solche Wur- 
zeln hat, so sind die Wurzeln der Gleichung (a.) sicher imaginär. Es kann 
aber auch wieder der Fall eintreten, dafs zwei Wurzeln der Gleichung 
(c.) zwischen denselben GrSnzen ^2 und 0^2 ^ 1 angedeutet werden, so dals 
02 >1 ist. In diesem Falle setze 0:2^=^ 02 '\ — , wodurdiman eine neue 
Gleichung : 

erhält, die man wieder wie die früheren behandelt. Ai^ diese "Vi'eise 
kommt man zuletzt an irgend eine Gleichung ( jf*.), deren Wurzeln getrennt 
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8ind| oäw die bestimmt kttne zwei Wurzeln hat, die grofser als i sind; 
solMiId man an eine solche Gleiohung gekommen ist, ist auch die Frage 
ifber die Natur der Wurzeln gelöst. Dab man aber nothwendig an eine 
solche Gleichung kommen mufs, ist einleuchtend. Deim in keinem Falle 
kbonen die Gleichungen (ö), (A), (c), (e/.) u.s.w« in« Unendliche fort, 
so beschaifen sein^ dafs immer die zH^ei Wurzeln derselben, zwischen den- 
selben zwei ganzen positiven Zahlen, die nur um eine Einheit verschieden 
sind, liegen, weil sonst diese Wurzeln irrational und gleich wären; gleiche 
Wurzeln können aber, nach der Voraussetzung, nicht voriianden sein. 
Bs müssen also in jedem Falle die Wurzeln emer der abgeleiteten Glei- 
chungen so beschaffen sein, dats sie nicht zwischen denselben Gränzen n 
und /2 4- 1 liegen, sondern daCi sie entweder zwischen verschiedenen Gran- 
zeu X und a + ^ 9 ß u°d ß'^-l liegen (wo a , ß ganze positive Zahlen 
sind), oder, dals nicht beide Wurzeln grüfser als 1 sind. In der Regel 
w ird die Ableitung eiuiger Gleichungen hinreichen, um über die Natur der 
Wurzeln zu entscheiden. Zuweilen wird man viele Gleichungen ableiten 
müssen, namentlich wenn die ersten Theilnenner in den Werthen der 
zwei reellen Wurzeln auf eine grofse Weite hin einander gleich sind, im« 
mer aber ßihrt das angegebene Verfahren sicher zum Zweck. 

91. 
Es sei z. B. dio Gleichung 

a^_3jr*-.24a7^ + 95jc^*— 46a?— 101 = •) 

gegeben. Bxw ist 

/(.r) = x'— 'ix* — 2^x^+ 05x--.46x— 101, 

^^ =«: 5x*— 12a^— 71>ar4-190jc — 46, 



^^^ = 20«* — 36jr^— 144^+190, 
^p » 60x^-72^ —144, 



ü:£p:=nox-77, 

cor* ' 

^Ä^- = 120. 

Bestimmt man die Grauzcn der Wurzeln vermittelst des Theoren* 
(if.), so findet man, dafs eine Wurzel zwischen — 10 und — 1, eine zwi- 



*) Analyse des dquat. pag. 145. 
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sbben — 1 und und eine zwischen 3 und 10 liegf« Z^stbi Wurzdn wer- 
den zwbchen 2 und 3 angedeutet; man hat nemlich: 

-L. -L «^ 1 

^^J ~ 1^0 168 48 82 30 21 
a. j. j^ 

f'^^ ~ 120 288180 26 43 32 

Um zu entscheiden^ ob diese zwei Wurzeln reell oder imaginär sind, setm man : 



X = 2 + i, 



SO ßndet man: 



_ 91 ' I *\£\ 4 "* I ^^ ^ö s I iDo j 120 -^ 

— ^1 JF^ -I- JUX, — y jp. — 1^ ar, -t- 2^3^ jr, -f 513^ 5= O, 
oder 

also htt mao: 

^1^^ SS lOSarJ — 120x^ + 123a^ + 16^, — 7, 
^^Ä^ a* 420ai — SeOa-^ + 246x, + 16, 
^1^^^ = 1260«» — 720 jr. + 246, 
^-0t> =r 2520ar, + 720, 

DieOieichuBg F(a^,)s=:0 hat also keine Wurzel, diegrolaer als 1 ist^ folg- 
lieh mässen ^ zwei Wurzeln der Gleichung f(jv) = imaginär sein. 

92. 
Die Betrachtung des allgemeinen Falls 5 wenu zwischen den Grun- 
zen o und a-^- If n Wurzeln angedeutet werden , hat nun weiter keine 
Soh Gierigkeit. Man bilde die Gleichung: 

(Ä.) F(xO = 0, 

indem man statt x den Werth a + — substituict. Im Allgemeinen wird 

man nun finden, dafs (b.) n-^Ür (wo r auch gleich Null sein kann) Wur- 
zeln zwischen den Gränzen 1 und od haben kann, also hat {a.) 2r ima- 
ginSre Wurzeln. Von den n — 2r Wurzeln werden n — 2r — t getrennt 

Cftn«*! Joiyml 4. M. Bd. XI. HA. 2. 22 



und 
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(wo t mdk ^ Mia lumi)^ / werden A ff hch en demribeD 
■d tfi +1 enthalten senu Um über dEe Natur dieser / Wui 




wiMirit 2D erbalfen^ setze man jTf s=axH — ^ii>^ l''^ 

Hat (r.) / Warzdo, di« zwischen 1 und oo li^en, and getrennt ttaäf so 
«ad dw fraglichen / Wurzdn reell, hat (c.) keine soiche Warsei » so sind 
die / Wurzeln imagmär. Sollten aber einige der Wurzeln der Gldchung 
(c.) wieder aiobt getrennt sein, so bilde man eine neue Gleichtoig: 

(rf.) <p(x,) = 0, 

und indem man so fortführt, kommt man nothwendig zuletzt dahin, die 
Natur aller Wurzeln mit Sicherheit zu erfahren. £g s^ z. B. die Gleichung: 

a?»+ x*+ x' — 2a^ + 2jr— 1 = 0*) 
gegeben. Man hat also: 

/(ar) = x^+ x*+ Jc' — 2ar* + 2ar — 1, 

^^2^ s=r 20a?»+12ar' + 6a: — 4, 

^)=: 60x' + 24x+6, 
^^) = nOx + 24, 



und 






= 120, 

- — + — »l- — . -j- — . 
^ ^J "^ 120 96 42 18 10 6 

1^1 — 120 24 6 4 2 i 

•~ 120 144 90 34 10 2 
liier worden zwei Wnrzeln zwischen —1 und 0^ und drei zwischen und 
1 angedeutet» Um zuerst die Natur der zyrischen — t und enthaltenen 
Wurzeln zu untersuchen, setze man: 

^ 1 



*) jimolyit d€$ /guat. pag» 145. 
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80 etlialt man: 

-(-»,1' + 2f-x,r - i.(_:r,)'+^4(-.r,)'+^(-» ) + j^-4=0, 

Oller 
also 

^-^ ^^ 5a.t+ 8xl+6x;+2x,-.l, 
^jp) = 20xt+24^t+12x. + 2, 
^)=60xl+48*.+12, 

^^^^ = 120. 

Hier ist 

11] = + + + ++ + 
folglich «nd die zwei zwischen — 1 und liegenden Wurzeln imaginär. 

Von den drei Wurzeln^ die zwischen und 1 liegen, ist in jedem 

Falle eine reelL Um die Natur der beiden anderen zu erfahren | setze 

man x^=i()^ — y so erhalt man die Gleichung 



also 



^^=^ 5xt-8x:+ ex-^.-Sx.-l, 
^^p-^ = 20*', -24 x'. +12*.- 2, 
^^^= 60x!-48x.+12, 
'-^^ =120-.. -46, 



uod man findet 



in _ + + + + 0- 

l*J ~" 120 72 24 6 2 
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Die Zeioheoreihe [\] nt unvoilataudig , imd kann also nicht unmittelbar 
mit einer anderen Zeichenreihe verglichen werden, man muls daher die 
Zeichenreihe [i + B.l] suchen (§. 82.). Es ist 

[l + a.l] = ++ + + + _ 
ferner 

[<»! = + + + + + + 

Es liegt also zwischen 1 und oo nur eine Wurzel der Gleidiuug (b.)y folg- 
lich müssen zwei der drei Wurzeln, die zwischen und 1 liegen, imagi- 
när sein, d. h, die Gleichung (a.) hat nur eine reelle Wurzel , und diese 
liegt zwischen und 1. 

(Die FortaeUang folgt.) 
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13. 

Note sur les diiFfirentielles partielles de la fonction 



(far Mr. R. Lobatio k la Uafh.), 

JjIt« le professeor Grunert s^^tant d^jä occup^ du meme objet daos le 
8« volume de oe Journal (pag« 140.), fe me propose dlndiquer ici une 
Toie tout i\ fait diff^rente pour parvenir aux r^suitats interessans obtenns 
par oe g^metre« La m^thode de difierentiation que je vais exposer etant 
fond^e sur le d^veloppement d'uoe fonction au moyen du th^orcme^ pour- 
rait peut ctre s'appliquer avec succes ä d'autres redierches de mome genre« 
En consid^rant d'abord laquantit^ y comme la seule variable, nous 
d^gnerons Ja fonction donnee par ^^ et son coefilcient ditt<^rentiei de 
Tordre n, par ö\Zy. Supposons maiutenant que la variable y re9oiv6 
l'aocroissement fini ib, on aura en vertu du susdit th^oreme 

Seit pour abr^ger y ss ii sin^ et x s= i^ costp^ donc tang(p = — , la fonc« 

tion «y M r^duira ä — ^ et celle «. . ä a , , ^T^^!^ , ,^ . 

Dans un memoire publik en 1827 sous le titre de Reche rches sur 
la sommation de quelques series trigonomätritfues y j'ai fait volr que la. 

fonction | , ii^aco — ^P*^*®*^*^ ^ valeur de la s<?rie infinie 

o sin ^ — ö- 8in.2 o; -f* ^' «iß 3 x — c*gin 4x -j- etc. 
d<mt la loi est assez evidente. 

Oir,, ea y duingeaut x en 90^ — et a en — , il viendra apres 
avoir^vise par k: 

Les deux: developpemens (^«X (&•) devant etre identiques, quelque 
seit la valeur de i accroissement ir, il en r^sultera neceasairemenl d'apres 
la tb^orie des coeiHciens iudetermiuees ; 



mg 
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cos w 

C».*j, — -3—, 

A« - _ o «="» 3 (p 

8KZ, = +2.3.^, 



u 



et OD general 



1. 



Considerons k preseat x oomme la seule variable , et d^sigoonfl la 
fonction donn^e par Zj, • Supposons qiie x re^ive raocroissement h , ü 
yieudra i^galement 

La fonction ZjgjLj, se rdduit A ^ i"?^^ , ra * Or, nuiMue la 

fonctiOD r t^ f^^ repr^sento la valeur de la s^rie infinie 

1 -f- a + -« Ä cos X ^ 

c cosx — a^ cos2^ + ^^ C083 j? — etc. 
( voyez mon susdit Memoire pag« 2. ) il viendra^ en y ohaDgeant x en <p 

h 

et ^ en — , 

ucosQp-|->A coftop , cos 2g) , .oCOsStp . 

«x+A = a I n .. \\^ \ IX = ^— Ä --X-LÄ* -X etc., 

d'ou Ton deduit par la comparaison des tennes gen^raux des deine deve- 
ioppemens z^^hj 

Les r^ultats (!•)> (2.) s'accordent par£sutement aveo ceux trouves 
par Mr. le professeur Grüner t^ en y remplacant u par /"(j^'+y')« Cet 
estimable geometre en a fait un heureux usage pour parvenir d'une ma« 
niere plus elementaire qu'il n'a ^te fait jasqu'ici^ aux valenrs de8 integra- 
les deBnies 

x^e'^^^ünnxdx. / x^eT^' cof^nx rfx. 

Je me pemiettrai d'observer que les valeurs de / e-^'^^mnxdx et 

/e"""^cos/2 r rfx s'obtiennent faciiement sans avoir recours ^ rint^gration 
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par parties« En effct^ en ^eriTant au lieu de ooa/ir son expreasion en 
quantit^s exponentielles : i/^njr/-i_i -n.r/-.i> 

la seconde de ces integrales prendra la forme de 

Or pinsqu'en g^n^ral f e^^ dx^=i — , il est Evident qiie l'int^grale dont 
il a^agit s6 röduit immediatemeDt A 

t Im— n/-l "^ m + /i/~lj ^ JJi»+7^ ' 

De mdme en mettant pour sin/zx sa valeur exponentielle 

fT^^wxnxdx la valeur: 
1 f 1 1 ] n 

2 y— lim.— n 1^—1 m+nZ-lJ "^ m* + ii** 

Eo permuiaot les lettres m, /2^ les deux integrales prec^entes den- 
nent en outre les ^quations: 

tf"^*cosmjprfx SÄ / er^^üanxdx, 

e'^^ünmx dx = / e""'^cos/ijrrfjr, 
et si Ton ohange /i en — -/z^ il vi^idra enoore 

y^eonmxdx '\' /e^^^Annx dx = 0^ 

A ^^ninmxdx — f^^^^co^nxdx =ä 0. 

Les int^rales: 

e^^eo%nxdx = , , , > 

e'"'"*sin/zx' rfjr = — ^-r — r 
etant multipli^ par dn et int^gri^es ensuite par rapport ä n^ donneut 



/%x dx / ft \ 

er*^üanx — =s arc(tang = — 1, 
X \ IM / 

/*^— cos«*^ = -ilog(l+^). 
DaiM rbypothcse de m = oes integrales se cbangent en Celles ci ; 

yp» . dx n /« dx ^ 
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Je termiiierai cette note en faisant observer qiie Tlnt^grale di^fioie 

y^'^ afp 

dont Nr, Griinert 8*est egalemeiit occup^ h rendroit oit^^ peat s'obteoir 
enoore par une considoration geom^trique plus simple. Eo eflPet eo d^ 
Bignant par z le' rnyon veoteur partant du oentre de Tellipae p Ti^quation 
polaire de oette oourbe sera ^vidMfiinent 

a b 

et llnt^grale ifz^d<p repr^senter» l'aire d'un seoteur queloonque de Tel« 
lipse. Or cette integrale ^tant prise entre les limites <p s 0, <p =: v don- 
nera la moitie de l'aire de TelUpse^ donc 

d'ou loB tire 

/^ d (f n 

aiusi qu'il a ^t^ trouv^ par Mr. Grunert. 
La Heye, F^vr. 1833, 
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14. 

Aufsfufungen der einfachen Functionen, 

(ForfbeUang des AuHMtees No. 6. im vorigen Hefte.) 
(Von dem Herro Prof. Oettinger zii Heidelberg.) 



B. Darstellung der negativen AufatuCungen der einfachen 

Functionen. 

i. 13. 

Die oegatiTen AufttufiuiiseB der PoteozialgröbeQ, 

Uer Gang dw Untersnohnng führt nun auf die Darstellung der negativen 
Au&tufungen der einfadien Functionen. Wir beginnen mit denen der Po- 
tenzialfuncfionen. Wir gehen hier von der früher gewählten Bezeichnung 
der Potenzialfunctiouen in so weit ab| dalk wir y^ statt 3iP setzen, und y ab 
eine Function von w annehmen ^ die Zunahme aber wie früher durch ^ x 
bezeidinen. Hierzu sind wir durch später nSthig werdende Substitutionen 
veranlabt. Nach diesen Bemerkungen geht die Gleichung (39«) in fol- 
gende über: 

% 

Um nun die erste negative Aubtufung zu gewiimen, vervTclfacfieo wir diese 
Gleichung mit ^^. Dadurch entsteht, wenn wir benicksichtigeu , dais 

Wird dorch 2 jfemessen und ^^y^ auf eine Seite gcbrachti so geht fol- 
gende Darstellung hieraus hervor: 

Alle Glieder mit Ausnahme eines einzigen sind mit ^^ verbunden« Diese 
Gleichung setzt uns daher in Stand, alle die mit C^ verbundenen Aus- 
drucke durch Behandlung nach der vorstehenden Gleichung allmühlig aus ihr 

Ci«llc's Jonmal 4. M. B<i. XI. Hit 2 23 
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auflzustoben und so endlich eine Reihe zu gewinnen, worin nur die Function 
y und ^x erscheint, und wodurch also die vorgelegte Aufgabe gelöst ist. 

\11r bezeichnen zu dem Ende die vorliegende Gleichung auf fol- 
gende Art: 

worin ^(S= j, ^. =:|, ^,= |, u.&*w» bedeutet. 

Entwickeln wir nun den zweiten Ausdruck ^2-^i^jry^' nach (77.) 
selbst, so haben wir p — 1 statt p zu setzen,, und alle bferaus faervorgahen- 
den Glieder mit -—'jIi^ax m vervielfadien, und wir eriialten: 

lie Einführung dieses Werthes m (77.) erzeuget folgende Darstellung : 



+J,^,P^ 



(r-lXp-2) 



•{■At4iP 



1.2 



i-'yp-\i^r-.... 



Hier erscheinen zwei von ^' befrdte Ausdrücke. Ton da au, wo die 
Reihe als eine Doppelreihe erscheint, stimmen die Gebilde der Glieder 
Ins auf die Nenner der FaeultSten von p tiberein.. Werden diese unterein- 
ander in Überdnstimmung gebracht, so erhalten wur folgende Darstellung: 



^■y 






1.2 



2.3 



+ j^^tA 



p(p.t)(p-2^ o., 



1.2.3 



^''yJ-\Axy+.... 



Bezekdmet man die Vorzählen in dieser Doppelreihe dnrdi Bi ,, B,, Bj, 
so gewinnt man folgende Darstellung : 

78. i-'yP =^J,yP^J,A^yr-'Ax+B,^^£^i-'yr^\Axy 

& • • • • V 



wo 

U. 8. 



*'* 2 I* ^ *" l "^X 5* ^2- 



•• •• •• •• • •• 



2.3.4 



^♦+ rö^*^ 



Wo ist. Entwickelt man nun auch den dritten Ausdruck in dieser 
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Danteilung B .^-^^-^-—^ t^ y^\t 3:f nach der Gleichung (77.) dadurch, 
dais man p — 2 statt o setzt, und alle hiednrch gewonnenen Glieder mit 
B, — J^^^ (a a?)* Tervielfaobt , so wi 

Wird dieser Wertli in (78.) eingefüiirt, so entsteht 



, p(p-t)(p-2)(p-3) 

^ ' 1.2.3.4 

R ,^ r'>-<J (p— 2)fp-2) 



^•y^(Ax/. 



In dieser Reihe erscheinen drei Glieder von ^* befreit. Bringt mau der 
bequemeren Darstellung wegen in die Gebilde der spätem Glieder Harmo- 
nie, so erhält man hierdurch folgende Darstellung : 

C- yr- = A„ y-A.A, y"-' yP-« ax + A, B. pIEz:!) y/-^ (^ :cf 



+ B, 






p(p^lKp-2)ff-3) ^.^^^^^y 



Bezeichnet man nun die YorableB der Doppel-Reihe durch C|, Cs^ Cj^ ...., 
so hat man fiir sie folgende Gleichiuigen : 



»5 



I 

3^ 

1.2 



BlAjy 



C_^ u 3.T.5 »j ^ 



23 
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VweiDigt man die DappeI*Rflüie io einei und bebmdek in ihr deo Aotdnick 

Cjl^^^j^(-'yf^(Aj:y mA der Gleidiiing (17.), bringt Übereinstini- 

mung in die Neraier der FacultSteni « gewinnt man kieraiis Mebt foU 
gencle geordnete Darstellung: 



+ C, 






• 



Die Bedingung» -Gleichungen für die Vorzahlen sind: 

Di SS Cj j- C^U^iy 



D, = C, 



4L5 
1.2 



C, ^2, 



^^ == ^*~m^*^^' 



Man erkennt aus dem Bisherigen^ dab die atlmShiige Ansstobung des Zei- 
chens ^^^ aus den nachfolgenden Gliedern einen festen Gang gewinnt, und 
dafs aflen wnteren Suhstitutionen das nünihche Ableituiigsgesetz zu Grunde 
liegt. Diese Bemerkung wird den mühsamen Calcul abkürzen« DieGeafalt, 
unter welchor die 2u suchende Reihe erseheinen wird, lafst sich am besten 
durch folgende Darsti^Iluog verdeutlichen : 

79. C"y ~ ^^y — ^oQiP^"^ ^^ 



In dieser Darstellung erscheinen die Buchstaben ^t, B^^ (7j, D«, i?,, 
durch Qt , Q: 9 Q^y Q^ dargestellt, es ist also : 

Qi =:r >^, , ()j ÄS Bi , Q3 SS C . . . . - 
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Die Bedia;^gSi«GIeichuogen für die Vorzählen aber sind in folgender 2Su- 
sammensfellung enthalten: 

^0 '^ i $ Ai SSB "l I A.^ ^^ 2 f • • • • 



• • • ' 



Ans diesen Gleichungen ergiebt sidi nun der Werth der bis jetzt noch 
unbekannten Coeffident^i* Mit ihrer Werthbestimmung wird die vorlie- 
gende Reihe, die bis fetit nur formell war, Bedeutung erhalten« 

Aus (80») haben wir nun unmittelbar: 

uCq 8S ^, 



<?, = ^, = i, 

2 3 2 3 

Nun istBi = C>2 und nach (80*) ^2=« — -^3+ j-j^i» ^2=^ — -^j + j^Oi-^j^ 

also durch Substitution: 



Auf gleiche Weise liiTst sich Q« durch Qu (/ly Qs mittebt Substitution aus 
(80.) darsti^len. Es ist 

g^ = D, = c\-iC,A, = c,—iQ2^ij 



also 



0, ==->/,+?:||().^,-f;|<'A-^,- j^^.. 



Eben so erhalten wir 

Dm Bildangsgesete labt sieb leicht hieraus erkenoen. Es ist im Allgemeinen: 
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81 . V.^. — — ^m -1- t.2.~(m-l) V'' ^'«-^ l,2.-..(in-i>^ V2^m^2 — • • • • 

Die gewonnene Bildungsweise kündigt sich alg eine zurücklaufende au, und 
die Darstellung der Vorz^ihl des (/tz+I)^'" Gliedes verlaogt die aller vor- 
hergehenden Glieder» Um die Zahlenwcrthe der Coeffieienten zu bestim- 
men , ist zu berücksiclitigen 9 dafs die sammtlichen Q^y Qj^ Qsy • •.• mit 
^0=2 vervielfacht sind. Es ist demnach 

die Vorzahl des dritten Gliedes ist: 

^.Q^ = l(-i+24) = 0, 
die Vorzahl des vierten ist: 

die Vorzahl des fünften Gliedes ist: 

u. s« w. Die w^tere Fortsetzung dieser Bereehnung zeigt, dafs die Vor- 
zählen der Glieder, welche mit den geraden Petettzen von ax verbunden 
sind, verschwinden. Hieraus ergiebt siob folgende Darstellung fiir die 
erste negative Aufstufung der FotenzialfimotioB y^i 

82. t'y'^^-^^^y"^'^^ 

1 p(p^i)(p-^2) ^^ 3 

^^8' 1.2.3 y ^^^^ 

+ 691 .EiE=ii^ifcl2)^,-ii (^ ^)u 

4 1.2 13 " ^^''^ 

, 929569 p(p^l)....(p-14) ^ , 

^^^2^- 1.2.... 15 y C*^) 



Das BilduDgsgesetz dieser Reihe für die Potenzen von y und a», und die 
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FacuItÜten von p ergiebt sidi leicht. Die Vorzählen 

r ij«,r t r T7 31 

T :r r T — ? T^TT — ^ • • • • 

bilden eineReihe^ die anfangs oonyergirty dann divergirt» Die Reihe selbnt 
ist ihrer Form nach onendlich. Sie bricht ab, wenn eine- Facultüt von p 
in iibergeht» 

Die zweite negative Aufetufung wird gewonnen, wenn (82.) mit ^^ 
vervielfacht und jedes Glied auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
nadi (82.) selbst in eine Reihe entwickelt wird« Es ist vorerst: 

Die Entwiok«Iung der genamiteo Glieder fahrt zu folgenden Daratellüngen : 

2^ 3^—43^ 8 ly * T^2.8 1.2.3 ^ ^ ' 

8* 1.2.a ^ ^ ■ *^ ^2.8 1.2.3 ■> '^ *' 

u. 8. w; Werden die entvidtelten Darst^angeii auf der reohten Seite des 
CHMofaheÜBzeidiens nadn den steigenden Pelenaen von ax geordnet und 
xusammeogezäblt , so rerdnigen sie sieb zu folgender Reihe für die Dar- 
stellung der zweiten negadven Aufstufiing: 

+ ¥* rx3 — y (^ * 

_31 p....(p>-7) y^^^^y 

4 1.2 9 ^ '- ^ 

Die dritte- n<>gative Au(iitnfung wvd am der zw^ten eben so abgeleitet, 
wie Ae zweite aus der ersten. Werden daher- die Gliisder der Gleicliung 
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(83.) eben so nach (82 ) entmi^dt, dann ZMammeD gesähtt^ to fihren 
sie 2u folgender Darstellung: 

T- 1....4 y'^(^«> 

Die liier gewonnenen Reilien gelten zwar nur Torerst ron dem FaHe, 
vrenn p eine ganze positive Zahl bedeutet« Sie gelten jedoch aucb, wenn 
p eine gebrochene positive oder negative Zahl istf denn diese Besehriin« 
kuug ist nicht in der Natur der Sache gegründet| wia man Kch Mobt ober- 
zeugen kann, wenn man die Gleichung 

^yP yr » (T'-f-AJPJP* 

welche die erste AiifstuEung von y"^ ist, entwickelt| und dann dta gege- 
bene Verrahren auf den vorliegenden Fall anwendet. Es entsteht dann: 

^^' ^ v^ "• 2;^7. ■^4.yr+i 8* 1,2.3 ' yP^ 

~ 4' 1.2.. ..5 •7^+5' 

17 ;i(p+l).>..(p+6) (Aory 

u. s« w« 

%. 14. 

Darstelliiog der negatireD AtifstufuDgeQ der EarpooeDfialgrSfseD. 

Wir haben §• 9. gesehen« da(s die Factiltaten zu keinen einfachen 
Darstellungen der positiven Aufstufungen fahren, daher werden sie aiieb 
keine für die ncgatrveu gewahren. Sie müssen daher nöthigenfaHs auf 



14. Oettinger, Aufstufun^tn der einfachen Functionen» 181 

die Potenzialgroliiea zurückgeführt werden. Desto dnfachere DarstelluQ- 
gen werden die-Exponentialgrölflen erzeugen* 

Um die negativen Aufstufuugen zu gewinnen, gehen wir von der 
Gleichung (55.) , indem wir y statt a: setzen y aus. Es ist 

Venielfftcben wir mit ^""^^ so erhalten wir: 

«y ST (t + ö^){-^a% 
und hieraus also durch Messen und Umstellen: 



a^ 



Durch Yerrieliachen dieser Gleichung mit ^""* gewinnen wir die zweite 
negative Aufstufung: 

nu.2 V 1 5-1 y 1 t y py 

eben so aus dieser die dritte: 

Die weiteren Ableitungen unterliegen demselben Bilduogsgesetz. Es ist 
also allgemein: 

87. t-a^ = (tqpü7»- 

Um die negativen Aufstufungen der Function — zu erhalten, gehen wir von 

der Gleichung (59.) ^11. aus, wonach, wenn v=b» und /w = 1 gesetai 
wird, ist: 

Das Vervielfachen mit ^-^ erzeugt: 

also 

ÄO >^ * ^^^ 1 

Wiederholt man das Geschäft der ersten negativen Aufstuftingen an dieser 
Gleichung, so entsteht: 

Eben so erhalten wir: 

CreW^« Jounuü d. M. Bd. XI. Hft 2. 24 
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und allgemeioi da der Entwioklmig9gaiig unverändert bleibt: 

{. 15. 

DarttelluDg der negaUTen AofotafuDgan des Sinus. 
Wir gehen , um die negativen Aufstufungen (iir »inj xu gewinnen, 
von der positiven Aufstufung des Sinus §• 11» No«23» aus^ und setsen dort 
y statt w^ dann wird: 

^sinjr SS 2sin^y+-yJco8-j^. 

Diese Gleichung vervielfachen wir mit ^"^ Dadurch entsteht 

sinjr c= 2cos^^-*(7+^) 



oder 



^-* sinjr (jr + ^) = 



«10 y 



2COS-5- 



Wird hierin y — -k- statt y gesetzt , so führt dies zu der gesuchten Dar* 
Stellung: . / ax\ 

90. ^-' siny s= — ^ /\ 

2co.— 

Diese Gleichung enthält folgende Yorsohrift : Die erste negative Auf«-* 
stufung des Sinus wird gefunden^ wenn die veränderliche 
GrSfse y um die halbe Zunahme verkleinert, und der Sinus 
der so verkleinerten Function dorch den doppelten Cosinus 
der halben Zunahme gemessen wird« 

Von der ersten negativen Au&tufung gehen wir nach dieser Vor» 
sdbrift auf die zweite aber. Es ist also 

2 COS— 2cos— 2CO8-5- 

^^^ sin {y — Ax) 

yfitä hieron die Aubtufung genommen, so erhaltoi wir folgeade Daratellung : 

. / 3ax\ 



^ainjr = 



■ ir'-i)' ' 
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■ 

ftlau erkennt aus den Torstehenden Fällen das allgemeine Gesetz» Es ist 

Gehen wir bei diesen Ableitungen der negativen Aufstufungen von der 
Gleichung (66«) aus^ die auf einer andern Anordnung beruhti so erhalten 
wir zwar dieselben Resultate, jedoch abwechselnde Zeichen, und es ist 

< * sin jr = 



c »inj — . .^vit 



»•(-t)' 



. / 3Aap\ 

^siojr = — — 7— r:;:^» 

2* (cos 



und allgemein : . / JH^^ 

8in i y ,^ I 

93. ^-.inr =.(-)" -y^. 

$. 16. 

DarsttUuog der negativen Aufsfufungen des Cosinus. 

Um die negativen Aufetufungen der Cosinus- Functionen zu gevrinnen» 
gehen yi\v von der ersten positiven Aufstufung für dieselbe $. 12. No. 70« 
aus, nnd setzen y statt x,. Dadurch, wird : 

^ oosjr s 2 cos (y H-*^) cos ^. 

Wird mit ^~* vervielfacht, so. geht hervor: 

cosjr = 2cos^^-*ooB(jr + ^), 



oder 



«4. ^*oos(r+^) 



CO»^' 



2cos-^ 



Aar 



hierin y-^-rr statt y gesetzt, so ergiebt sich: 

cos(y-^) 



94. ^* cos/ 



2co.-g- 



24 
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Diese Gruudgleicbuog gtebt folgendes Ableihingflgesetz : Die negative 
Aufstufuug der Gosinus^Function wird gewonnen^ wenn man 
die veränderliche Grofse um die halbe Zunahme vermindert 
(die so verminderte Cosinus-Function durch den doppelten 
Cosinus der halben Zunahme theilt)* 

Mird (940 mit ^' vervielfacht, so entsteht: 

2 cos -5- 2 cos -7j- 2 • cos -5- 2* l cos -^j 

Eben so gewinnt man: 

j co8^:> 2"/ 

2^ (.05^) 2'(cos^) 

und hieraus allgemein: 



(m A .r\ 
95. Ccosy = ■ —r^ 



Legen wir die Gleichung (73.) §.12. zuGrunde, so erhalten wir eine an« 
dere Aqordnung und abwechselnde Zeichen^ und es wird: 



Ax 



99. < -'"''"> 



^1 ^^^ cnsfjc — A.t) 



Hieraus endlich allgemein: 



97, ^""'"cosj s= (— )"• 



(771A J'X 
r — 2-) 

2m f 



cos -j-} 
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IL Darstellung der Aufstuf ungen der einfachen Functionen 

durch Differenziale. 



• • 



J. DarstelluDg ä^r positiven Aufstufungen der einfachen 

Functionen. 

§.17. 

Formelle Darstellung der Aaritufungen der einfachen Functionen. 

JLIer Taylor sehe Lehrsatz stellt eine veränderliche Function durch eine 
Reihe dar, deren Glieder nach den Potenzen der Zunahme und den Dif« 
ferenzialen der Function geordnet sind. Diese Reihe ist bekanntlich 

wenn A'x=/(jr+ aj?) ist, oder wenn JST die Grundfunctiou von /ar, und 
^x ihre Zunahme ist. Berücksichtigen wir, dals die Zahl, deren Loga-- 
rithme die Einheit, eine ahnliche Reihe erzeugt: 

so können wir die Reihe (98.) nach dieser Gleichung, wenn die Function 
X allenthalben ausgeschieden und ;s == ^ gesetzt wird , so vorstellen : 

/(jr+Aj?) = X, = e^^X. 
Die erste Aufstufung einer Function wird nach (38.) durch folgende Glei« 
chung gefunden: 

Ax M Axv 

99. f/x = A+/(x+A^)=^ + -yi = Xo + e^JSro'=0+«^')-^o, 
oder, wenn man die entwickelte Reihe einfährt: 



100. ^A=:2Ai- j^_^.-f.j_j.^-^_j-|.j^^^^^^, -t- 



• . . 



Mittelst der Gleichung (99.) lassen sich die höhern Aufstufungen der Func« 
tionen sehr leicht durch DiffereDziale ableiten* Nimmt man nemlich die 
Aufstufung von der ersten Aufstufung, so ist 

(Ax. 
1 + ^^) X, also hat man durch Einführung die- 
ses Wertlies: 
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Axv^ 



Auf gleiche Weise gewinut maD die dritte Au&tuFuDg, iind es ist 

1 4- *''') ^X t= Vl+ «^*) U+ e^ V X = (l + e^) X. 
lüeraus ergiebt sieb aHg<>meio: 



101. ^"X= \l+e 



= ( 



Ax-^ *•* 



)x. 



oder auch 

§. 18. 

Enlwjckelte Dnrstellaog der Aufstu fangen der einracben FunctioDen durch Differeozialaw 

Die entwickelte Darstellung der Aufstufungen durch Difierenziale 
beruht auf der Gleichung (100.) des yorhergehenden §• Wir vervielfacheii 
diese Gleichung mit ^, wodurch entsteht*: 

Wir haben daher ^X nach (100.) zu entwickeln » und die hieraus entstep- 
hende Reihe mit den verschiedenen Coefficientea zu verbinden, und dann 
siimmtliche Entwickelungen zusammenzuzählen. Die Ausführung dieser 
Geschürte führt zu folgender Darstellung: 

;^2v — 'r-:r4.9if Mj^o^^*^)! ^'-X- ^ (axVö»x , 

1.2.1. (öx)* T • • • • 



xcy^ ÖX , {^xY d^X , 

' 1 'dx "^ < i •/;)^\a "T 



(Axv.a»jc 



• • • 



1.1 '(ax)' 

^ i.2.(dx)* T" 1.1.2. (öx)« ■*■• 

, ^ (Ax)'ax 

^-^l. 2. 3. (öx)» "«■•••• 

Die Glieder dieser entwickelten Reihen stimmen vollkommen aberein, wenn 
man sie in vertikaler Richtung zusammenstellt, und sind nur in den Nen- 
nern der Facultäten, wie die Darstellung des $.7. verschieden. Bringen 
wir auch faier, wie dort, Übereinstimmung in diese 
wir hieraus folgende Darstellung: 



, so ziehen 



+ 2 






dx 



+ 2 



(^x)*Ö'X 



1.2.(öx) 



+4 

, 3.2 

+ T 
+ 2 



i.2.3.caxj»'T*;* 
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An den Vorzählen der hier gefundenen Reihe, die wir ^i, ^2> -^3» •••• 
oeunen wollen, entdeckt sich folgendes Bildungsgesetz: 

A, = 2» 

^j =2.14.2.1 

A =2.1+-?^+y.2 

^ — 9 1 -I» -L _ JL ^•'^ O 

^»+1 — ^-1 i- Y + —172 — ' TÄa r • • • • -t- Y + ^' 

Setzen wir nun statt der gefundenen Zahlen die CoefiBoienten ^^ ^29 ^i^ 
i^4) • to • • ^ vervielfacben dann die hierdiurdi entstandene Reihe mit ^^ 
BO entsteht: 

Wh>d statt ^X die Reihe (100.) mit jedem Gliede der Torstebenden Glei- 
«hnng verbunden, so ergiebt sich folgende Darstellung: 



• • • 



^^X^2j4X+ ^ ^^ÖX , ^, (Aa:)» a» X , ^,( Ax)'a»X 



+ 



— + 



-^2^^^^ 



1.2.(00?)» ^ 1.2.3,iaar 
, ^ (Aa?)«c?'X , j (Aa-)»a»X j_ 



• • • 



• • 






.(da?) 

, ^ ^ (A^)* a« X _,_ 

Die Glieder der Vertikal- Reihen geben eine gleiche Bildungsweise zu er- 
kennen, von der sich nur die Nenner der Facultäten ausschlielsen. Bringt 
man diese in Übereinstimmung, so wird: 



^'X Ä 2^iJC + ^, 



Aar.aX 

i ax 



2J, 






\:i.{,dicy 



3^1 
3.2 . 



3.2.1 
1.2.3 



*2^* 



(Ax)«a'x , 



Werden die Vorzählen dieser Reihe B^^ B^ , Bj , . , . • genannt , so ent- 
deckt sieh hieran folgendes gemeinschaff liehe Gesetz: 
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B. =^,+ 2^2, 

B, zrzJ,+ 2A+ o2^„ 

»4 = •''i -r f -^2 "r j^ '"■TO *' 

Dieses Bildungsgesetz ist zurücklaufend. Denn um die Vorzahlen irgend 
eines Gliedes einer spätem Aufstufung zu gewimieni muls man die Vorzah- 
len der Torhergehenden Aufstufung kennen. 

Ob nun gleich die aufgefundene Bildungsweise für B^^t vorerst nur 
für die Ableitung der dritten Aufstufung aus der zweiten gilt, so ist sie 
dooh aligemein 9 wenn beräckisichtigt wird^ dals die Glieder der nachfol- 
«senden Aufstufung aus den Vorzählen J?i ^ Bj » ^zy •••• gwade auf die 
namliohe Weise gebildet werden. Wir sind daher der besonderen Dar- 
stellung für spatere Au&tufimgen enthoben« Die wirkliche Berechnung der 
nöthigen Vorzahlen führt zu folgender Zusammenstellung: 

i;>5v AYj- 4Aar.öÄ' 6 {Ax) \e* X ^ lO(A^)^a^x , 

r^A= 8A+ ^^^ + 1.2.(007)—+ r.2.3.0x)*+-- 
^^y I 3 2.Ajca :Y , 80(Aj7)\a^ X , 224(Ajr)'.a'X _L 
= 10A-t-— ^-^— -t- l.2.(öar)~+ 1.2.3.(ö^)' "*" " * 

^05Y_Qo y^J-SOax.oA: , 240(Ax)».ö»Ar , 800(Ajc)'.a*X , 

^ ^~^^^-^i--o^r"+ 1.2.007/ + i.2.ä.(dx)« +•• 

Vergleichen wir diese Entwickehingen mit denen von (45.) $«7., so et^ 
kennen wir leicht die Übereinstimmung ^ die zwischen den Vorzahlen der 
anzelnen Entwickelungen herrscht« 

$. 19. 

Macht man von der ersten Gleichung von (104.) eine Anwendimg 
auf die WinkeUunctioneu sino? und cosor, so wird ^ssinjr und-Xssscoaor» 
Man hat daher die versdiiedenen DiflPerenziale des Sinus und Cosinus no» 
thig. Die Diflerenziale von sinjr sind: 



104. 
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die DiflFerenziale ron cosjr sind: 

dcoar sss — BiDordxi ö^oosj? == — ü(mx{Bx)\ ö^oobjt ob sInÄ'(öx)% 

ö^cow a=s cosar(5jp)*, . , , . 

Führt man diese Werthe ein ^ so entsteht für die DarsteUiing der ersten 
Aiifstufungen von sinjir durch eine Reihe: 

lÄt ^ • rt • 1 ^* (Aap)* (^x)' , 

105. ^sino? = 2sina?+ -j-cosar — ^j^conx-^Yo^^^^^ '}' • * • »t 
für die der ersten Aufstufung von cwx durch eine Reihe: 

i/io if o Ao? . Aar* , (ajc)* . , (Aar)* 

Beide Reihen sind unendlich^ da £e DifTerenziaie auf einer unendlichen Dar« 
Stellung beruhen« Berücksichtigt man^ dals ferner nach der Gleichung (38,) : 

^sinars=sina::+8in(jp + AJF) und ^cosjfss: cosä7 + cos(jp+ aop), 

so ergeben sich aus (105.) und {1060 ^uch folgende Gldchungen: 

■ 

Ax C^x)* Tax)' 

oo8^ + ^^(^ + ^^)==2cosjp*— Y" *"*^'~ 12 ^"^"^ «inx + ..«. 



• • 



• • « • 



und hieraus folgt: 
100« «in(ar + Air) = sm a? + -j- cos ar — >^ ' sma? — rt^co8ap+.« 

107« cos(jp + Aar) =5 cosar ^^slnar — ^j~cobx + j ^ g - sinar + 

Hierip kann or und a x jeden Werth bedeuten. Wird x=sO und a x = y 
gesetzt^ so , ist zu berücksichtigen^ daÜEK sinO^sO und cosiy^ssl wird^ und 
hieraus folgen die bekannten Gleichungen: 

108. sinj=/-^+j^5-.j^.+.... 

109. co8r = i~^+i:^~i-:5^ + .... 

Die Gleichungen ( 104. ) lassen sich noch zu andern Entwickelungen be« 
nutzen. 
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B. Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen 

Functionen. 

$. 20. 

Formelle Darstellung der negativen AubluraDgen der einfachen Fanctioneo. 

Die Gleichung (OO.) §. 17. rührt sehr leicht auf die Darstellung der 
negativen Aufstufungen einfacher Functionen. Vervielfacht man nemlich 
mit ^"^j so entsteht: 

also hieraus: 

110. i-'x = — ^. 



1 + e«^- 

Wird hiervon die zweite Aufstufung genommen, so wird 



t o. ,. 1 A' X 



^-X = — ^->-'Ä- = 



■ ■ »■ 



Eben so wird gewonnen: 



t'X - T-^.> 



(l + e^^) 



und allgemein: 

oder A- 

112. ^-'"-x: = 



\^"^r75^"*' 1.2 ■"^•••7 

§. 21. 

Entwicl^elle Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen Functionen. 

Aus der Reihe (100.) leitet sich durch Vervielfachen mit ^"^ und 
Umstellung leicht folgende Reihe ab: 

II o x>-iY ^ ^^'ö p^iY- ^ 2:^^1*1^ >-i V ^ (Ax)^.g^ >-i\- 

llVi. ^ ■^ — y— T-T^S ^—2 -1.2.100:)'^ ^"^ 2 -1.2 3.(5 .r)'^ -V — ••.., 

vroriü alle Glieder mit Ausnahme des ersten mit ^^^-^ verbunden sind. 
Bezeichnen wir die Vorzahlen dieser Reihe, obwohl sie sümmtiich = 4 
sind^ durch ^09 -^ly ^1% ^39 •••.> so ergiebt sich hieraus 

Bebandeln wir allmählig die mit ^^ verbundenen Glieder nach der Glei- 
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chuDg (113.), und führen wir die hieraus hervorgehenden Entwickelnn- 
gen in die Gleichung (113t) ein^ so wird sich allmahh'g das Zeichen ^^ 
von allen Gliedern wegbringen lassen^ und die vorgelegte Aufgabe wird gelöst 
sein. Die Entwickelung des ersten Gliedes führt zu folgender Darstellung: 

""'•ITä^^ -^ ^» "*' "O^ "*" "^^ "' 1.2. {dcc)* ^ ^-t-"" 

Die Einfahrung dieser Entwickelung in (113.) erzeugt: 

. (Aa?) ».a*x . (A.r)». a» o, y 

Bringt man in den Gliedern der Doppelreihe die Faciiltäten der Nenner 
in Überdnstimmung; so zieht man hieraus: 



5 ji. — jioA-~uro^ij-ö^ 



A 



(Ax)».a'g'''x . 
i.2.(ax)* ^» 

T j^ ^1 ^1 






•••• 



Nennt man die Glieder dieser Reihe^ von da an^ wo die Doppefareihe be-* 
ginnt^ J?o ^2f ^i9 ••••% so erkennt man leicht folgendes Gesetz für die 
Bedingungsgleichungen : 



!1?.3 






(Aar)* d^^'^X 

Entwickelt man nun in der vereinigten Reihe den Ausdruck Bi ^ 2 (d )^ ' 

nach der Gleichung (113.)^ führt die gewonnene Entwickelung ein^ bringt 
die Faoultaten der Nenner in Übereinstimmung, so erhalt man hieraus fol- 
gende Darstellung*: 



3 






1.2.3. (5x)» 



1.2.3. 4. (ö.t)* 



Nennt man die Vorzahlen dieser Reihe von da an ^ wo die Doppdireihe 
beginnt, Ci^ C^y C^^ C^f ••••> so unterliegen diese Vorzählen folgendem 
Ableitungsgesetze : 
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Ci sss Ä, — -j- ■'*"*» ^» ** -^^ — rüs'*'''* 

C_ B ** D > /» o- B 3.4.5.6 wf j 



IMe angegebene EntwidcelunguiiedK>de bebült üireo beettnmtea Ciang. 
Man erkennt leicht, dafs sie mit der des $.13., die für PotenzialgrolMa 
gik, aisammenfäUt. Es wSre daher aberflüss^ die UntersiMhuDg f Sr die 
Auffindung der gesuehtttn Torzahlen w«ter verfolgen zu woUeii. Das 
Bilduogsgesetz der Gleichung (81.) gilt auoh hier; und daher haben wir 
die dort gefundenen 2Sahlenwerthe in unsere Gleidiung oberzutragea. 

Die entwidc^e Darstellung der ersten negativen Aubtufung einer 
eidadien Funotbn durch Differenziale li^ daher in folgender Gleidiung: 

IIA >-iY ^ * Ax.dX , 1 (Aar)«. d*X 

II«. ^A SS y — _.-^^-^_.^_.__^-^j-^ 

4'1.2....d.(öx)» 
,17 (AxV.a-X 
'+'l6*1.2....7.(öx/ 
31 (Ax)>.a»X 
4 *1.2....9.(aa:)» 
.691 (AarV'.a"X 
"*■ 8 "1.2.... 11.(5«;" 

Eben stimmten die Vorzahlen der 2ten und 3ten negativen Aufstufuogen 
mit denen von (83.) und (84.) §, 13. Sbereto, und es ist: 

111 ;»-5y— -^ * Aar.öX , 1 (üx)*d*X 

, £ (Ax)*a 'x 

"^ 8 • 1.2.3(ax)' 
4 • 1.2.3.4 (ax)* 

__± (Ax)' a* X 

*'1.2....5(dx)' 

xoiä . . . • « • • 

IIA P-^X — ^ 3 &x.d X , 3 (Aap)»a'X 3 (Aar)* a*X 

'**32*1.2-..ö(a«)* 
,17 (Aa:)'a'X 

'*"5"*i.2....6(ax)* 
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15. 

Exemplum usus fuoctionum iteratarum in theoria 
tbnctionum integraliter transcendentiaxn. 

(Auct. Hiü^ prof* malh. Lond. Gotk) 



JPunctioiies iteratae maximum babent usum ia unacuDque fere analyseos 
p^rte^ praeeipue in summando aequationes ad differentias^ neo minorem ia 
integrando aequationibus diflereatialibiis* lo problemate vero quadrandi et 
ad multipla transcendentium invenienda et ad oomparatiooem rite inttuen« 
dam maximi eonducnnt« Cujus rei in praeaenti tantummodo exempla 
propouamus aliqua. Primum rero exemplum idoneae substitutioDUi ex« 
hibeamus. 

Sit fuootio gx efusmodi^ ut ffiffx) aeu ff^x=cx «t^ atque ponatur 
igxdx'sszGxy eritque universim 

Gx 4- G{jSx^ = xgx + Const. 
Est enim d{xgx)z=idx.gX'{'Xd{gx)^ atque dG{gx)^=^dgx.G^{gx)^ssi 
dffx.g(ffx) seu dG(gx)sszx.dgXy ideoque d{xgx)s=idGx + dG(gx)^ 

n 

uude iotegraudo formula proposita spoute fluit. Sit ex. gr« gx s= ^(a^ — x^)f 

n . . n 

quo oasu (^*)'*= ö** — ^, g'^^^^gigx) = v^(c"— (^o?)") seu g^x^ss^j^zsjc. 
Si itaque ttatuimus (?j; = y*rfari^(ö"-^a?"), (G0 = 0), erit 

speoiatimque, si jr=s|r(a" — ^r*) =-;p- aac, 2Gc = £?^-|-C?a, Sin vero 

V2 

poiijs /z=: — ry formulam habebis sioiilem^ specialem quidem, pro func* 
tione / 7 — comparanda. Has speciales formulas quis 

conjiciaty attamen genwalis nostra formula latissime patet, Sit enim yx 
fuootio quaecunque ipsius x, atque yx ipsius inversa, ponaturque f x = 
y( — Y^)> eritque gx indolis ab initio desideratae, uempe g^x^s^gx. Est 

enim ^•ar = ^(g'jr) = y( — y^jr) = 7(70:) = jt, quonlam y {gx) =: yy {—yx) 
= -— yx. Si igitur yx ueque par neque impar iuerit funotio^ innumerae 

dabuntur functiones gx^ atque transcendeotes Gx(=£ fgxdxi eorrespou- 
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dentes, quarum aliqiia sattem proprietas ionotuerit: ha(^c nempe 

Gx + Gffx = x.g'x -f. GffO» 
At ulterius progrediamur. 

Si nempe similiter fuerit funotio ff ejusmodi ut ff^x^=ix sit, po- 
naturque Gx^= / {dx.gx.g^x)^ erit 

G x-^G g X -^r G{g'' x) = x.ffx.grx'-\' Const. 
Quoniam euim dGx^=^dx.gx.g^x^ erit substitiiendo ^ x in looum ipsius jr, 
dGgx — dgx.ggx.g'^gx=^dgx.g^x.Xy (ob ^'(^cr) =s ^'x = a?), ite- 
rumque dGg^x = dggx.g'^gx.gx = dg^x.x.gxs ideoque 

dGx + dGgx + dGg^x = dx.gx.g'^x.x-^dgx.g^x. x + dg^x.x. gXy 
quod aperte ^=^d{x.gx.g^x) aequatur^ unde integrando formula modo 
proposita conseqiiitur. Conatante vero rite definito erit 

Gx-YGgx^Gg^x SS xgx g'^x + GgO'^Gg^O. 
lam vero accipiendo c=: radici ex aequatione x=zgx^ erit gc=:e^ a^ 
que g^c = ggcz=zgc=:Cf ideoque 

Gc'\'Ggc + Gg'c = 3Gcs=zc.ge.g'c+GgO + Gg''0, 
geu 3Gc=zc^ + GgO + Gg^O. Sin vero g-O^O fiierit, erit Gcssfc^ 
«eil ""fdx.gx.g^'x^zijc^ quod integrale delinitum est satis memorabile, 
cum ad innumeras functionum formas quadret» 

lam vero patet, universim fore 
Cx'\^Ggx + G(g'x)'-^....'^G(g'"^x)=:x.gx.g'^x....g'"^x+Comt.y 
si fuerit g^xT^x atque Gx s=z*f dx .gx.g'^x. . ..g''''^x; eritqueCoott.ssO, 
i^i gOssOy alias vero 

Const. = G^O + G^'0 + ,... + Gf'-*0. 
Huius vero formulae demonstrandi ars ex anteoedentibus fiemle oolligitur« 
Speciatom vero^ si fuerit css^gc^ similiter coUigitur^ fore r6c ss c**-)* Const«^ 

dx^gx^g^x^^^^g'^^x^ss^ — c^ 81 ^0 = fuerit; alias vero, 
si altera datur radix c' aequationis x = gx^ erit similiter rGc' = c^''-{- Const«, 
ideoque r(Gc' — Geisse""— c', seu J dx.gx.g^x....g^^^x ^=^^ — Sl^ 

quod est integrale definitum maxime momenti, utut et latissane patens, 
(cum gx arbilraria fere sit functio), et baudquaquam antiquorum indolis, 
cum borum pleraque, ni valde fallimur, ad extrenouim eo nituntur, ut 
functio difFerentialis nihilo vel infinite aequetur» Rei vero amplitu£nem 
ita comprobamus. Sit "^x functio quaecunque (ooefBcientibuB imagbarm 
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Ex« gr« ti ponamus n =s 2^ r as 2^ m = 3 » erit integrale nostrum 
px /r(<^'+Ä (a;^_c^))(c^+i^(jr'— c'))] «yi/ar /(Sc*— 3c^x'+ x% 
Sin vero ponatur /i ss — 3^ atqiie iti = 3 , erft 

Si igitur x^s^czj vel^ quod eodem redit, <? = 1^ et 
erit _ 

speeiatimqtie 

3.E1 = l+JB^O+E^O 

•*^^ 3. Gl = l + Ö^O+Og^^O, 

„bi gO — ^{i^b), ^^0=/(l— O, existente A = y^l = rl±p=!l, 
Calculanti vero mox patebit^ iotegralia definitaiSl et Ol ad ipsa attinere 
Eüiptica^ quae ceL Legend re in Exe. d. c. int. T. 1. p. 54. pertractavit» 
Patet vero alteram radioem aequationia s=5 ^«[ä v^(l-|-6(«^ — 1))J, fore 
<-— 1, ideoque 

S! vero posueris /z = 2, m^sz^^ vel =5 etc.^ casum habebis in 
fimctionibus Abelianis aeqiie memorabiiem , ao istum in ElUptiois. 

n 

Ulterius ponendo gx = \ V^ Jy^j > nertamque relationem intep 

coefBcientes n^ Oi^ b et &x (exsistente exponente n arbitrario), habebis 
g^'x^^ x^ indeque theoremata similia de functione 

iibi ibidem casus r= 2 ellipticas^ r vero = 3^ 4 etc. Abelianas tangitfunc« 
tiones. Haec vero indicasae sufficiat^ cum particularia in praesenti rninu^ 
curemus *). 



^) lodicASiae igitar sofficiati aiia obtloari integralia defioita, poneado c^^g^c, Tel 
C2=:g*cetc. Ex. gr. cä^*c, et g"'x=zse, erit g^cssgc, ff^ c :=: g^ o ss c, gtnera- 
liiiKjiie ^''^cäc atque g^^-^* czss gc ; ideoque •i(6c+G^c)3=(c^c)''+Consl., si msr2ii. 
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Nemo vero non rideti htiie theormm plenioran functionum itera- 
tarum eognitionein postulare; quare et completam de his doctrinatn jam 
ooto abhinc aimis compostiimus , quam et jam nobis pubb'cis faciendi juris 
eat animtns diimmodo editor idoneus sumtua 8up|>edi(at. 

Londini Gotborum d. T. ante caL Jul. 1833. 



SiD vero m=s2ii-4^1 impar iueril, erit {n-\'t)Ge'^mG ^e ss c^-^^ (gc)^ '^'CoMt , ubi 
C0D8U idem ac aotea. 

In ezemplis allatis Donnisi speciales fuocfioDum comparandarum regulas obil- 
Buimvi« Altamen rem bac yia accuratius adgrediendo geoerales quidem comparandi 
formolaa obÜBaimus, idque ita, ut doo modo, quidquid hucosque in arte quadrandt 
calluerimuSy hinc quasi ex proprio fönte explicetur, sed etiam novae regulae ioye- 
stigentur. 

Hin€ enim vel integrale indefinitum, seu inter limites arbilrarias x et ^ sum- 
tum» aequatione quadam resolvendo defioimus, Tel geuerales ipsum coinparandi for- 
mulas elicimus. Prions rei, comprobandae causa heic absque expUratioiie appuuiiimd 
formulas : 



1. JIt^^ '^* •* y—fx fueril; 



qnae tbeoremala aeque memorabilia constitouDl, de quibos aliquaDdo postbac agemus« 



CccVs Jofarail 4. M. Bd. XL litt 2. 
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198 i6. Thi^oru ds9 parMiles. 

iß. 

Theorie des paralleles« 

vJn sait que pour oompIdfBr oette tb^orie, fl ne s'agit qu'a d^ontrer la 
propoaitioQ suiyantey pr^ent^ par Euelide oomme axuMiie: 

Prop. Si la aotume des angles oppos^ ECB et DBC (Taf« DI. 
Fig. IL)^ que deux droitea £17 et BD font aveo une troisieme CP qu'elles 
ocmpenty est momdre que la womme de deux anglea droits | oes droites^ 
proloug^ suffisamment) se couperont n^oesaairemeiit« 
En Toid une d^mcmstn^D tr^ simple« 

Fsites rangle ACB ^al au Supplement DBI de l'angle DBC^ et 
^gaux entre eux les angles ACR, ECF^ FCG etc. de sorte que ACF^en 
2 ACE, ACG^ss iACE etc. : il est dair qu'il existera toujours quelque mul- 
t^le ACH SS n. ACE de Taiigle ACE, n ^tant un nombfe entier fini^ qui 
est ou ^gal ä l'angle ACP ou plus grand que cet angle^ o^-ä-dire: qui 
n'^st pas plus petit que Tangle ACP, quel que seit Tangle AOL 

De l'autre cöt^ faites CB^BI=IL ete. et tous les angles ACB, 
DBI, EIL etc. ^gaux entre eux: les figures^CBD, DBIK, KILM serent 
eongruentes^ et on aura ACIK^ 2ACBD, ACLMss3ACBD eto. 

Sojt ACNOz=in.ACBD, n ayant la m£me Taleor num^rique que 
ci*dessus dans Texpression ACH ssn.ACE: on voit que ACNO est tou- 
jours plus petit quo Tangle ACP, puisque ACNO ne comprend pas 
Tangle ONP^ compris dans ACP. Donc aussi ACBD est neeessairemeiit 
plus petit que ACE. Ou bien on Toit que Tangle ACP n'est pas eomprb 
dünsACNO, de sorte que par suite Vangle ACH noa moindre que ACP 
ne pourra j etre compris non plus; donc aussi Tangle^Ci^ ii"^ partie de 
ACH ne pourra etre compris dans ACBDj n"^ partie de ACNOm 
Donc CE coupera n^cessairenient BD^ 



\ 



17. Ai^gahtn und Lehrsttize. |g9 

17. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

entere aufzulösen^ letatere zu bewebeb« 



(Vom Herr» Prof. Gudermann zn UoDSler.) 

Aufgaben« 
1« Wenn man naeb der in meiner Theorie der Potenrial-Fnnetionen 
gebraucbten Bezeichnungs-Art dieFacultSt a?(ar— IX^p— 2) .••.(ar— /i+l) 

n 

bezdchnet mit [x]^ so kann man die Grundzahl x und den naturlichen 
Logaridimen derselben in eine Reihe entwickebi« welche nach Potenzen 

von [x] fortschreitet. Die zuletzt genannte Reihe ist z. B. 

■*■ 48 • LIT! 360 .IT— Tl.... 




Wie lieifst die erste Reih^ und nach weldien Gesetzen schreiteD die bei- 
den Reihen fort? 

r 

2. Unter den mit "/ bezeichneten Facultaten-Coelficienten giebt es 
ftst zahllose Relationen, und unter dKesen eine, in weldber der Grad n der 
Faouhaten derselbe ist, nemlich: 

V y CTO* CHPI? 

wie kann diese Relation bewiesen werden? 

3. M enn sich die drei Soheitelliuien AP, BQ, Cm (Tat UL Fig. 12.) 
eines Dreiecks (sphärischen) ABC in einem Puncto M sdineiden, und man 
zur Abkürzung die Winkel des Dreiecks mit A^ B^ C, ihre Gegensatcn 
mit Cf b^ c bezeichnet, ferner setzt: 

•«L^ = ar iii^ = t 5l5^ = :s und Cur = t., 

•^'«*- 1. «^ =:a?^+2arjcosC+/, 

2. zoosv 8=s XC0SI7 -f-^eosÄ, 

3. csini; = ir(ar^siua* + 2jr/smami6co«C+^sin4*. 

Diese drd Formehi nnd die Grundformeln einer allgemeinereB Coordina^ 
ten- Methode in der Sphärik« 
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(Von einem UogemuiDten«) 

Aufgabe» 
4. Wdohe Form erhält ein vollkommen biegsamer und gleiobmS- 
feig schwerer Fad^i^ welchen die Oberfl&che einer absolut glatt^i Kugel 
tragt^ durdi die Schwere^ wenn Ae beiden Endpuncte des Fadens auf der 
KugelflUobe befestigt sind? 

(Vom Herrn Dr. Stern su Gottingen,) 

Lehrsatz. 
5. Es werde das Product aus nFaotorenJi^.it^^ 

durch ijl^^^llj angedeutet, so hat man 



Einige Druckfehler im 10* Bande. 

Seite 25. Zeile 9. statt y.A.Bt^x.A.dt lies y.A.dt-^jc.B.öi 

- 25. — 23. «t. core— II 1. coaii— e 

-^ 26. -— 14.8t. tf.co8ii = fjE; 1. e.coau sscosv^ 

per pee 

o-y o*^ " 1 w> 5ii 

- 27. — a». «t y(l-,e.co.M') *• V'Ct-ee.cos«^) 

- 28. - 23. «t r, =/ii^ee.co»u' V^l-ee.eca«) ^ 

- 29. - 18. tu f*A*amdx h —./"A'sm^^.a* 

./ o 7t %f o ft 

- 30. — 5. 8t. — / ö.coam . 1. — / or.d.eoam 

- 30. ~ 9. 8t -^tip^ »• +3: (1+5^) 

(i+«*") (1+«*") 

- 34. - 20. 8t. s^*~^^"- "°^"^ 1. st:a)!i!iE25£ 
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17. 
Resolutio algebraiea aequationis x^'—l «o. 

(Auclore y/. Fifcher Be^omonlano ) 



Introductio. 

Aequatfo a^ — 1 ssO unam tantummodo radioem habet realem, sS n est 
impar, et praeterea (n^^i) valoribus imagiaariis ei satisCerl poteat; ciijm- 
TIS autem radicia potestas n}* erit aequalis U Si radicis cujusounque ima* 
ginariae ad aequationem af" — 1=0 pertiaeDtia potestatea 

0, 1, 2, .... (/i— 1)«^ 
fiogimiüy diguitatea n^ harum quantitatum etiam 1 Sunt, et fiMwmus, has 
quantitatea inter se alioqnio esse diversas^ jure eoncIudimuS) easdem cum 
aeqnatioDis radioibus ooDTenire. Sit itaque n numerus primuS| et r quae- 
Übet rada imagioaria, generalius potestatea 

1, r% r'% r»% . . . • r^'-'^' 
cum n radicibus oomcident, denotante e integrum per n non diriaibilem. 

Jam (n — l)radices imaginariae per dignitates r% r% r^% .... r^"^^^* 
exprimantur, manifestum est, summam exhiberi posse per expressionem 

Sir^+r^'^^'j vel 2(r'^ + -ij), m qua m valores 1, 2, 3, .... ?~^ 

accipiat; sed seriei valor numericus semper erit aequalis — *1. Porro p»- 
tet, 81 ^ sit radix primitiVa seu quivis e oumeris n minoribus, quorum 
potestas (n — 1/* neo uJla inferior nisi 0^\ per n divisa residuum -f-1 ^*" 
beat, seriem 

identicam esse cum aequationis (/3~1) radicibus imaginariis. 
Cujus seriei summa designari pote&t 

(qoia g ^ semper habet residuum — l), ubi pro m sunt ?alores 0, 1« 
2, • • . • ■ ~ -- substituendi. 

CMle*a Jottnial cL M. Bd. XJ. HA. 3. 27 
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RadicG quavis primitiva introclucta , ioter oerta radioiim aggregata 
relationes emergunt^ quf^e ad aequationis solutionein a vulgari genere dif« 
ferentem ducunt; ita ut in casu specialis existente numero primo n = S^'-l-l^ 
funotiones trigonometricae evitari possint^ et radicum vaiores aequationibus 
quadraticis enotescant» 

Duabus solutionibus inter se ooUatis in hoc casu pro cos — valo« 

rem radices tantum quadraticas continentem inrenimus; quocirca pro ra* 

dio quofibet est cos — quantitas ad geometricam constructionem accom« 
inodata« 

Numerus (n — 1) factores primo s «, ß^ y^ ^^ •••• contineat^ quo- 
rum sit ultimus numerus 2. 

Primo jam {n — i) radices imaginanae 

» f I 9 '9 9 •••• # 

yj ( 

dividantur in a periodos lermiuorum secundum Schema: 

et ?a 3a ^ni— l^a 

r ^ r^ ^r^ + r« + + K ' = (ot, 1), 

,s ^ r^ -}- r* + r?" -f- . . . . + ^^ = ('w, y), 

ubi m acqiialis et pro g' residuum minimum ad n pertinens est sub« 

stituendum. Diiamquamque a periodorum rursus in periodos — ^ teiv 
minoruin dividimus» 

Pro ß periodis tantum, quas {w^ 1) impUcat, schema inscribam: 
r 4. r^ + r^ + r*» -|- . . . . ^ /« = (;>, 1;, 

,. 4./^ +,^ 4./^ +.,..+r5 = (/7,^), 

r5 +rÄr +r^ 4./* 4.....4.rß ==^ (/>,r"), 



;^ 4-r^ 4-/^ 4./-^ 4,....4-r^ J-. (^^^(;J-i)a^^ 

ubi p est — ^; ceterae autem periodi sunt simili modo formandae. 
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Porro radioes cujusque periodi — ^ terminoruin in y periodos ^-j- 

tenninorum dlstribuimus* Sohema pro 7 periodis, quanim ramma cum 
{p^ 1) est identicay erit 

. +K^^- +;.'^'- +k'^'- +.... + re^'-^''^" =(,,1), 

«bi fss^^^; omnes reliquae hie etiam similiter inrestigantur« 

DiTisione perducta tandem ad periodoB duoa termino» continentes 
pervenirousy quae oum bi&is radicibus reoiprods aequatianis x"" — 1=:0 
ooincidunt« 

laoebit mihi , propoutioaes de radieum periodic tres seqoente« hal- 
bere cogDitas. 

1) Quaeyis periodus (^9^)9 ubi ^ eit factor nnmeri (n — 1)^ z au-» 
tem numerus quicunque integer ^ exclusis et multiplis ipsius n^ cumali« 



n— 1 



qua periodorumy g temtiinos continentium, est identioa, si vero z est 

aut kn^ valor periodi numerious erit semper aequalis (f. 

2) Producta e duabus periodis ejusdem generis, puia periodos ex 
aeque multis radidbus constantes (7, m) . {q^ z) per periodos eiusdem ge» 
neris lineariter exprimi possunt* 

3) Functiones symroetricae e periodis^ quae omnes ad eandem pe- 
riodum generis anteoedentis pwtioent^ per periodos eiusdem gaioris anta- 
eedentis lineariter exprimi possunt. 

Quarum propositionum auxilio ad aequationem a^' gradus perveoi- 
mns^ quae raloribus numericis a periodorum inveniendis inservit; coefB- 
dcntes enim summa omnium {n — 1) radieum vel — 1 expriroentur. Porro 
jam a aequationes 0^ gradus formare possumus^ quarum quaeque yalores 

pro ß periodis — ^ terminorum suppeditabit ; coei&cientes enim ipsaruni 

aequationum rur^us tautum ex a quantitatibus antea inyentis erunt com- 

positi« Hoc modo pergendo, postremo --^ aequationes quadraticae sunt 

solvendae, quibus (n—V. radices imaginariac aequationis x" — 1=0 enotescunt. 

27» 
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Resolatio aeqnationis x"' —.1=0. 

Ratiociiiium oontrahi existimo^ ai radicem priaiitivam 10 suppo» 
Dam« — Cunctae aequationes aindiiariae fiiint in hoc exemplo quadratf- 
cae^ quia (n— 1) est 2^ 

Primo Talore» pro (138,1) et (128,10) sant qnaerandi, {^}1 

in qua« periodos aequationis 256 radioes imaginariao sunt 
GoUectae* 

Si quantitati r numeros adserjptos cum sigao duplici 4 62 

ut expcmentes tribuimus, omnes 128 terminos periodi (128,1) 8 64 

9 67 



• • 



u i^niti 



1 60 

2 61 



4 4. AÄ 

üt ex aequatione x' — Ax -f- B = valores pro ( 128,1) ^3 jq 

et (128,10) seqaantur, «uat (128,1) + (128,10) Tel —1 pro 15 72 

A et (128,1). (128,10) rel —64 pro B rabsUtuendi. Facto 16 73 

enim oaloulo, fit productutn 1^ 79 

. (128,1).(128,10) = 64{(128,1)+(128,10)} = ~64. *J °J 

Yalores autem aequatioiiis x^-\-x — 64 = sunt 32 88 

x(_i_j.j^257) et i(— l—v^257); 23 89 

priorem »tatuam = (128,1) = 7.5156097710) 25 92 

unde wquitur (128,10) = — 8.5156097710) * ^ ^| 

30 99 

31 lOO 

32 104 

34 111 

35 113 

36 114 
42 116 
44 117 
46 118 

49 120 

50 121 
52 122 

57 123 

58 124 
69 128 
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Quaeque |Bm periodorum 128 tenninot coBtiiientium e duabm pe- 
tiodbi 64 tenuinoruni oomtat 

(128,1) = (64,1) + (64,100), 
(128,10) = (64,10) + (64,28). 

Aequationes ad has quatuor perlodos pArtiaen- (m.o (6*,ioo) (m.io) (<.4,:8) 

tea inventae sunt 19 5 3 

1. «'—(128,1)» —16 a» (V 2 13 10 6 

2. *'-(128,10)*-16 = 0. * IS 20 ^7 

(64,1).(64,100) }* II II \l 

=: 16{(64,l)+(64,100) + (64,10) + (64,28)} i6 29 40 24 

r= —16 17 31 41 28 

ticetiam 22 36 43 33 

(64,10).(64.28) =. -16. 23 42 54 38 

Ex aequatione (1.) yalores numerici pro (64,1) et «2 50 63 47 

(64,100) oognoscuDtur 34 52 71 48 

(64,1) = 9.2460739712, 35 57 74 51 

(64,100)=— 1.7304642002. J* 58 75 53 

Hoc pomto, valores pro (64,10) et (64,28) es altera ^q ^^ ^ ^^ 

aequatione recta via nondum derivari possunt. Dif- ^4 02 82 66 

ferentiae (64,10)— (64,28) signum prius quaerendom 67 72 83 69 

est. Sed hujus diflPerenti'ae signina producto |5? I? cf I~ 

{(64,1)-(64,100)}. ((64,10)- (64,28)} ^^ ^ I7 ^ 

notesoit, quod necessario goiem antecedenti» perio)- 81 98 91 94 

db exprimi poteat. 88 99 93 96 

« j . fi* #:♦- *• ^ r 92 100 97 tö2 

Froduotum fit quantitas n^tira, aequalis qe mqu |q| |q^ 

8 {(128,10) -(128,1)}. 111113 107 105 

BriBiur enims 117 114 108 106 

(64,1).(64,10; 120 116 109 112 

= 12(64,l) + 16(64,100) + 20(64,tO)+ 16(64,28) J21 |J^ {}g {^^ 

+ (64,100). (04,28) 128 124 126 127 
s= 16 (64,1) + 12(64,100) + 16(64,10) + 20(64,28) 

-(64,1). (64,28) 
» —20(64,1) — 16(64,100)— 16 (64,10) — 12(64,28) 

— (64,100).(64,10) 
SB— 16(64,1)— 20(64,100)— 12(64,10)— 16(64,28), 



206 18* -^^ Fi 9 eher, resolutio algebriiica aequationii x*^^ —IssO, 

quanim aequationum summa fit: 

{(64,1)~(64,100)}. {(64,10)— (64,28)} « 8 {(128,10)— (128,1)}. 
Ergo differentiae (64,10)— (64,28) Signum negativum erit tribueadumi et 

.MjuuntüT (64,10) = —10.0997996169, 

(64,28) = 1 • 5841898459. 
Generis proximi 8 periodos tabula sequens oontinet in qua rarsus 
tantum exponentes quantitatis r propositae sunt, quflbus Signum duplex 
est adjioiendum# 



W} 


(».«) 


OVOO) 


(3Vg 


(31^10) 


(MjlTJ 


(«jM) 


22C22 


1 


11 


21 


9 


5 


27 


7 


3 


2 


22 


25 


13 


10 


37 


14 


6 


4 


23 


29 


18 


20 


39 


19 


12 


8 


35 


42 


26 


40 


41 


28 


24 


15 


44 


50 


31 


43 


54 


33 


45 


16 


46 


57 


36 


63 


55 


38 


48 


17 


67 


58 


49 


75 


71 


47 


51 


30 


70 


59 


52 


80 


74 


56 


53 


32 


73 


79 


61 


83 


78 


66 


65 


34 


81 


84 


62 


85 


82 


69 


77 


60 


88 


89 


72 


86 


93 


76 


90 


64 


92 


99 


98 


87 


101 


94 


96 


68 


95 


100 


104 


91 


108 


105 


102 


120 


111 


114 


113 


97 


109 


112 


103 


121 


117 


116 


122 


107 


110 


119 


106 


128 


123 


118 


124 


126 


115 


125 


127 



Ad valores numnrioos harum 8 periodonim oomputandos qaatuor aequa- 

tiones sunt necessariae; qnantuscunque sit autem aequationum numenn, 

BQinper omnes reliquas a prima derivare poterimus. 

Quatuor illae aequationes ut formentur, producta seqiientia per pe> 

riodos generis antecedentis exprimenda sunt: 

(32,1) (32,23) = 2(64,l) + 4(64,100) + 5(64,10) + 5(64,28), 
(32,100) (32,1 3) = 4 (64,1) + 2 (64,100) + 5 (64,10) + 5 (64,28), 
(32,10) (32,27) = 5 (64,1) + 5 (64,100) +2 (64,10) +4 (64,28), 
(32,28) (32,127)== 5 (64,1) +5 (64,100) +4(64,10)+ 2 (64,28). 
ExpreasioDCs autem, per qiias ipsae radioe» dantUr, fiunt: 

1. pro (32,1) et (32,23) . . . , x = i {(64,1) ± »^[64+7(64,1) —8(64,10)]}, 

2. pro (32,1 00) et (32, 13) . . . . x = i {(64,100)+ ,/^r64+7(64,100)— 8(64,28)J}, 

3. pro (32, 10) et (33,27).... x = f {(64,10) +V^ [64+7(64, 10) —8(64,100)]}, 

4. pro (32,2«) et (.J2,127)...x==i {(64,28) ± ir[64+7(64,28) —8(64,1)]}. 
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Aequationis (1.) radix pnor statuatur =(32,1) = 11,8604556333 

ergo =(32,?3)=r —2,6143810621. 
Piroduotum {(32,1)— (32,23)}. {(32,100)— (32,13)) fit qiiautitas nega- 
tiva. Quatuor eniin producta (32,1).(32,100>; (32,23).(32,13); (32,1).(32,13); 
(32,23). (32,100) fiimt: 

1 . 2 (32,1) +4(32,23) + 6 (32,100) + 4 (32,13) + 5 (64,10) + 3 (64.28), 

2. 4(32,l) + 2(32,23) + 4(32,100) + 6(32,13)4.5(64,10) + 3(64,28), 

3. 6(32,l) + 4(32,23)+4(32,100) + 2(32,13) + :V64,10) + 5(64,28), 

4. 4(32,l) + 6(32,23) + 2(32,100) + 4(32,13) + 3.(64,10) + 5(64,28); 
summatis primo et seoundo, atque subdiictis tertio et quarto, prodit: 

{(32,1)— (32,23)}. {(32,100)-(32,13)} 
— _ 4(64,1)+4(64,100)+4(64.10)— 4(64,28). 
Qtiam expressionem ex supr«» ioventis patet esse uegaüvam; unde etiam 
diflerentia (32,100) — (32,13) est quatitUas negativa. Hinc prodit: 

(32,100) = —3,0962555682, 
(32,13) = 2,2657913680. 
Porro jam produotum ((32,1)— (32,23)}. {(32, 10)— (32,27)} est po- 
sitivum. Qiiatuor enim producta 
(32,1). (32,10); (32,23) . (32,27) ; —(32,1). (32,27); —(32,23). (32,10) 

fiuut: 

1. 2(32,l)+5(32.23)+5(32,100)+3(32,13)+4(32,i0)+5(52,27)+3(32,28)+5(32,l27). 

2. 6(32,l)+2(32.23)+3(32,100)+ö(32,J3)+ö(32,10)+4(32,27)+5(32.28)+3{32,127), 

3. —5(32.23)-6(32,100)-3(32,I3)-6(32,lÜ)—6(32,27J-5(32,28)— 3(32,127), 

4. -5(32,1) —3(32,100)- 5 32,13)— 6(32,10)— 5(32,27)— 3(32,28)— 5(32,127), 

quamm quautitatum summa iuTenitur 

2(64,1)— 2(64,10) =^ {(32,1)— (32,23}. {(32,10)— (32,27)}. 
Quam expressioaem ex supra inventis esse positivam, pentpicuum est ; uiide 
ctiam differentia (32,10) — (32,27) fit qiiantita« positiva, et valores nume» 

rid eruuntur: (32,10) = —3,7133822924, 

(32,27) = — 6,3864 173245. 
Tandem fit productum {(32,10) — (32,27)}. {(32,28) — (32,127)} po- 
sitivum. iQuatuor enim producta 
(32,10).(32,28): (32,27).(32,12r); — (23,1 0).(32, 127); - (32,27).(32,28) 

sunt: 

1. 3 (f>4,l )+ 5 (64,100) + 2 (32,10) + 4 (32,27) + 6 (32,28) +4 (32,1 27), 

2. 3(64,1) + 5(64,100) + 4(32,10) + 2(32,27) + 4(32,28) + 6(32,127), 
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3. —5(64,1)— 3(64,100)— 6(32,10)— 4(32,27)— 4(3^28) -2(32,127), 

4. —5(64,1)— 3(64,100)— 4(32,10) — 6(32,27)— 2(32,28)— 4(32,127). 
quibus expressionibus siimmatü, prodk; 

{(32,10)-(32,27)}.{(32,2«)-(32,12r;J 
t- — 4 (64, 1 ) + 4 (64,100) — 4 (64, 10) + 4 (64,28). 
Quam expressionem ex snpra inTentis patet esM positiram; unde etMun 
di£Perentia (32,28) — (32,127) est quaotitas posidva. Hioc prodit 

(32,28) =s 1,3214192922, 
(32,127) SS 0,2627705537. 

Ad ^alores pro 1.6 periodls investigandoa progredior. Hie expo- 
nentium tabxila sequitur : 

^ jl6,1) 1, 2, 4, 8,16, 32, 64,12a 

*|l6,15).... 15, 17, 30, 34, 60, 68, 120, 121. 

jl6,23).... 23, 35, 46, 70, 73, 92, 111, IIT. 
*'il6,88).... 11, 22, 44, 67, 8t, 88, 95, 123. 

16,100)... 25, 29, 50, 57, 58, 100, 114, 116. 
16,42).... 21, 42, 59, 79, 84, 80, 99, 118. 

^ 1(1 6,1 3).... 13, 26, 49, 52, 61, 98, 104, 122. 

* 1(16,62).... 9, 18, 31, 36, 62, 72, 113, 124. 

^ |(16,10).... 5, 10, 20, 40, 63, 80, 97, 126. 

* 1(16,107)... 43, 75, 83, 85, 86, 87, 91, 107. 

^ i( 16,27)..., 27, 41, 54, 71, 82, 93, 108, 115. 
** 1(16,109)... 37, 39, 55, 74, 78, 101, 109, 110. 

g j(16,28).... 7, 14, 28, 33, 56, 66, 112, 125. 
'Ki6,94)»... 19, 38, 47, 69, 76, 94, 105, 119. 

16,127)... 3, 6, 12, 24, 48, 59, 96, 127. 
,106)... 45, 51, 53, 77, 90, 102, 103, 106. 

Prima a^Kpiatio quadratica, qua valores pro (16,1) et (16,15) inveniuntur, est: 

:,•='— (HV!,l)ar+ 2 r32,l) + (32,23) + (32,100) + 2(32,13) + 2 (32,28) = 0; 
ipsae autem radioes fiunt: 

X = i{(32,I) + vr[34+3(32,l) + .4(32,10) + 2(32,27)+6(32,127)]} 
et priorem valorem cum (16,1) ideaticum esse pooam. Aodpimur igitur 

(16,1) 3s 9,2291528841, 
(16,15) = 2,6313027492. 
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Sigi^ productoram anteoedentibi» tüinliam mTMttgatis, aequatiooe« 
sec^enteft pro reliquts 16 teitninorum periodis looum habeott 

16,'S) ! = H^^^'^^^ ±♦'[34+3(32^3) +4(32,27) +a(32,t0) +6(32,28)] 



16,100)» 
16.42) ] 

16,02) I 
16,13) / 



i {{32,100)+/f34+3(32,100)-f.4(32,28) +2 (32,127)+ 6 (32, 10)] 



= f {(32,13) ±»'[34+3(32,13) +4 (32, 127)+ 2 (32.28) +6(32,27) J 
leiiür)} ~ »{<^2'*®) ±/[34+3(32,10) +4(32,100)+2(32,13) +6(32,1)] 
iS)} = i{(32^7) ±»^[34 +3 (32.27) +4(32,13) +2 (32, 100)+ 6 (32,23)] 
l|94) } "^ J {(32,28) ±y[34+3(32,28) +4(32,23) +2(32,1) +6(32,100)] 



1 



iteilS)} = j{(32,127)+y[34+3(a2,127)+4(32,l) +2(32,23) +6(32.13) 

Sed ali0 metbodo ({uaDtitatuin [(16,23) -<(16,88)]j [(16,100)— (16,42)]; 
«te. loTartigandanim hio oommode uti potest. 

Differeotüs eDi'm (16,1)— .(lü, 15)1; (16.«3)-~( 16^88)); (16,100) — 
(16,42)]; etc. per 6i, b^, £3, .... b^ designatüi et suminia reipeotive per 
<*it Otf a,, .... ffg, relatumes Mquentes exstaat; 

Ol 4, = A4 — 2*4 + 245 + 2*7 + 4*8, 

«i4, «BS i, + 24, + 246 + 2*8 — 4*7, 
OjÄ, ms *, — 24, + 2*7 + 2*6 — 4*5, 

«4*4 SB *4 + 2*i+2*8 — 2*, — 4*«, 
Os*5 SS *4 — 2*8+2*, + 2*a — 4*x, 

06*6 = *o + 2*7 + 2*4— 2*i — 4*„ 
a,*7 =s *, + 2*8 + 2*5 + 2*4 — 4*,, 

fl<,Ä8 =S *8+ 2*6- 2*1 — 2*, — 4*», 

«t quum quantitas *' sit oognita, manifestum est, cetera« quantitates 6 ht< 
aequatiombus computan pocse; unde flignorum ratio ioDotescit, qualem su- 
pra exhibuimus. 

Hisce pro periodi« 16 terminoruiD valores sequeoies numerioos ior^i: 

1(16,1) s= 9.22915 28841, 



1(16,15) 

((16,23) 
1(16,88) 

[(16,100) 
1(16,42) 

Civlie't hnnti i. M. Bd. XI. Bft. $. 



2.63130 27492, 

— 1.83466 99500, 

— 0.77971 17120, 

— 0.82103 83846, 

— 3.17521 71835, 



28 



210 i9. A. Fiwcher, rtiotuiw algebraica MfnofiMM o:'*'— IssO. 






1(16,13) SB »0.10935 91182, 
[(16,62) «a 2.37515 07862, 

K16,10) SS 2.68668 72054^ 
1(16,107) TS —6.40006 94978, 

1(16,27) sa —2.95597 86107, 
K16,109) » —3.43043 87138, 

1(16,28) SS 3.27079 15007, 
1(16,94) =—1.94937 22085, 

6,127) SB 4,89048 49571, 
1(16,106) s=s —4.62771 44034. 

tabub pro 32 periocUs 8 tenniooram. 

(8,1) == 1, 4, 16, 64. )(8,10) == 10, 40, 97, 126. 

32) s= 2, 8, 32, 128. " t(8»63) sb 5, 20, 63, 80. 

15, 17, 60, 68. ^ K8,107)=s 86, 87, 91, 107. 
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30, 34, 120, 121. K8,83) =s 43, 75, 83, 85. 

4(8,23) = 23, 70, 92, 111. )(8,27) s= 27, 71, 82, 108. 

*"" j(8,35) SS 35, 46, 73, 117. "i(8,93) = 41, 54, 93, 115. 

|(8,88) « 22, 88, 95, 123. ^ 1(8,109)= 37, 55, 78, 109, 

*■* j(8,ti) = 11, 44, 67, 81. "1(8,1 10)= 39, 74, 101, 110. 

)(8,10())= 25, 58, 100, 114. 4(8,28) = 7, 28, 66, 112. 

M(8,116)= 29, 50, 57, 116. "j(8,125)= 14, 33, 56, 125. 

4(8,42) = 43, 89, 99, 118. 4(8,94) = 38, 94, 105, 119. 

*^» ((8,59) =21, 59, 79, 84. "|(8,76) = 19, 47, 69, 76 

4(8,13) = 13, 49, 52, 61. i(8,127)= 6, 24, 96, 127! 

' j(8,98) = 26, 98, 104, 122. "|(8,48) = 3, 12, 48, 65. 

4(8,62) = 9, 36, 62, 1 13. i(^,l06) = 90, 102, 103, 106. 

• j(8,72) = 18, 31, 72, 124. "j(8pl) = 45, 51, 53, 77. 



4e^iHitioneft quadraticae, quanim auulio vaioros luiinwici pn 
»dis inveniuDtur, sunt sequ^ites 16: 

jr»— (I6,l)jr + (16,1) + (16,62) + (16,28) + (16,127) sb 0^ 
ar»— (16,15)* + (16,15)+ (16,13) +(16,94) +(16,106) = 0, 
**— (16,23)jr + (16,23)+ (16,100)+ (16,94) + (16,127) = 0, 
«*— (16,88)ar +(16,88)+ (16,42) +(16;i8) + (16,106) = 0, 
*»— (16,100)*+ (16,1) + (16,100) + (16,107) + (16,27) = 0, 
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«'—(16,42)« +(16,15) +(16,42) +(16,10) +(16,109) ss 0, 
«'—(16,13)« +(16,23) +(16,1 3) +(16,107) + (16,109) « 0, 
«'—(16,62)« +(16,88) +(16,62) + (16,10) +(16,27) =0, 
««—(16,10)« +(16,15) +(16,23) +(16,10) +(16,106) = 0, 
«»—(16,107)«+ (16,1) +(16,88) + (16,107) +(16.127) s 0^ 
«»—(16,27)« +(16,15) +(16,88) +(16,27) +(16,28) =: 0, 
«'-(16,109) «+(16,1) +(16,23)+(16,109)+ (16,94) «s. 0^ 
«'-(16,28)« +(16,42) +(16,13)+(16,10) +(16,28) =0, 
«'—(16,94)« +(16,100) + (16,62) + (16,107)+(16,94) «0, 
«'—(16,127)« + (16,42) +(16,62) + (16.27) +(16,127) = 0, 
«'—(16,106)«+ (16,100) +(16,13) + (16,109) + (16,106) = 0, 

Ipsae radioes daotur per lonpulas: 

1. «SS J {(16,1) ±/{l6-aM) -2(16,62) +2(16,15) +2(16,10) -2(16,28)1}, 

2. «« i {(16,16) +/[I6-(18,16) -2(16,13) +2(16,1) +2(16,107)-2(16.94 ) j), 

3. «»${(16,23) +/[16-(16,J») -2(1G,10Q)+2(16.88) +2(16,27) —2(16,127)]}, 

4. «=1 {(16.88) +/[16-(16,88) -?(16,42) +2(16,23) +2(16,109)-2(16,106)J}, 

5. « = i {(16.100>+»^I16-(16,100)~?(16,1) +2(16,42) +2(16.28) -2(16,27 ) ]}, 

6. « = { {(16,42) ±y'[l6-(16,42) -2(16,15) +2(16,100)+2(16.94) —2(16,109)]}, 
7« «= i {(16,13) ±/I16-(16,13) -2(16,23) +2(16.62) +2(16.l27)-2(16,10rj]}, 

8. « = i {(16,62) ±i^tl6-(<6.62) -2(16.88) +2(16.13) +2(16.106)-2( 16.10)]}, 

9. ««i {(16,10) ±/[16-(16,10) -2(16,106)+2(16.107)+2(16,100)-2(16,23)]}, 

10. « = i{(16,107)±/[16-(16,107)-2(16.127)+2(16,10) +2(16,42) -2(16.88)]}, 

11. « = ${(16,27) +/[16-(16,27) —2(16,28) +2(16il09)+2(16.13) -2(16,15)]}, 

12. « = i {(16,109)+/[16-(16,109)-2(16,94) +2(16,27) +2(16.62) -2(16, 1 ) ]}, 

13. « = f {(16.28) ±/[16-(16,28) -2(16,10) +2(16,94) +2(16.23) -2(16.13)]}, 

14. « = i {(16,94) ±i^ri6-(16,94) -2(16,107)+2(16.28) +2(16,88) -2(16,62)]}, 

15. « = ${(16,127)+/[16-(16,127)-2(16,27) +2(16.106)+2(16,15) -2(16.42)]}, 

16. «=i{(16,l06)±/I16-(16,106)-2(16,109)+2(16,127)+2(16,l) -2(16,100)]}. 

Si dif dt, , . , . du differentias (8,1)— 8,32), (8,15) — (8,34), etc. 
Tooamus, et summas respe<AiTe ^i, c^, «j, .... Cu» aequationes secjuentes 
lootim habent: 

= — <'s + 2</8 — 2rf,j— 2rfi„, 

s -—d,'{-2dg—2du-—2d,2t 
= --^dit-^^di — 2rfie + 2<'u» 



Cjrfi = 


-rf,+ 2rf,- 


-2^9— 2rfu, 


Cjrfg 


tfjrfj aa 


— rf,-2rfl- 


_2rf,o— 2</,6, 


«e*'« 


tfjrf, = 


-rf,+2rf4- 


-2rfu— 2rf|4, 


c-,dj 


C«rf4 » 


— rf«-2rf,- 


-2rf„+2rf«, 


Ctdt 
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c,d, ■» — rffl 4. arf«,— 2rf« — 2d» , Cida 
c^tla SS — «/«,~2</, — 2 «/,+ 2 rf, , Cwrfi» 
^u'^ji ** — <'ii + 2rf« — 2^7— 2rf4, Ca^a 



rf„+2rfM— 2rf,~2rf,, 
«/«— 2</„— 2rf«+2rfj, 



^14' 






Qnantitatem di atatuani^ qoomodo ex aeqoatioiie prima qnadratioa reota 
Tia prodity puta 

dt = +/[16—(16,i:~2(16,62)+2(16,15) + 2(16,tO)— 2(16,28)]; 
tuno o^erae qnantitates d aequationibiis linearibus appositis eomputari poisunt 

Talores niiinertcos aocipio: 




1 




1 



1) = 

32) = 

(8,15) = 

(8,34) « 

23) = 

35) = 

(8,88) = 

(8,11) « 

100) = 

116) s 

42) 
59) 

13) 
98) 

(8,62) 




}(8,42) = 
1(8,59) = 




J(8,62) 
1(8,72) 



5.85099 G9258. 
3.37815 59582, 

3. 72 J 07 89497. 
-1.08977 62005. 

-1.66305 54587. 
-0.17161 44912. 

-2.72734 15542. 
1.94762 98422. 

-1.46714 57195. 
0.64610 73349. 

-3.53906 11229. 
0.36384 39394. 

s= 3.37716 05334. 
es — 3.48651 99516. 

SB 1.47772 64674. 
s= 0.89742 43187. 



J(8»10) = 
)(8,63) == 



0.37391 18920. 
3.06059 90974. 

(8,107) BS — 5.01672 56314. 
(8,83) = — 1 . 38334 38663. 

» — 1 . 34364 47419. 
61233 38687. 

(8,109) =r —0.75225 23645. 

—2.67818 63492. 

1.59518 19225. 
t. 67560 95781. 

— 3.75773 16127. 
1.80835 94042. 

0.24415 84659. 
4.64632 6491 ^ 



i(8,27) «-1. 
)(8,93) «-.l.i 

(8,109) 
(8,110) = 

28) = 
125) «=s 

i(8,94) =s 
1(8,76) = 





127) = 
48) =! 



4(8,106 
1(8,51) 



106) = —6.10100 46864. 
=s 1.47329 02829. 



fizponentes pro 64 periodis 4 terminorum td>ttla sequens conlinet. 



«2 



«j 



a, 



l(*,l) 

w 

1(4,32) 
1(4,128)« 



1, 16, 

4, 64, 

2, 32, 
8, 128, 



1(4,15) =: 15, 17, 
(4,60) = 60, 68, 



a* 



ok 



«7 



i(4,23) = 
t(4,92) =« 



23, 111, 

70, 92, 



1(4,35) = 35, 46, 



K4,117) 
1(4,88) 



73, 117, 
88, 123, 



!(4,95) = 22, 95, 



i(4,34) 



.30, 34, 



1(4,121) =r 120, 121, 



1(4, 



(4,11) 
44) 



11, 81, 
44, 67, 



18. A. Pitcker, rtto/ulm algrbrai 

1(4,100) = 5S, 100, 1(4,27) = 27, 82, 

"•1(4,114)= 25, «4, *'|(4,108)= 71.108, 

1(4,116)= 57, 116, «.K*'*"-*) = 54, 93, 

"'"»(4,50) — 29, 50i *'i(4,H5)= 41,115, 

1(4,42) n 42, 99, 1(V09)=- 55, 109, 

"((4,89) = 89, 118, 1(4,78) = 37, 78, 

1(4,59) » 59, 84, 1(4,110)= 39, HO, 

"((4,21) = 21, 79, 1(4,74) = 74, 101, 

1(4,13) = 13, 49, «.K*''8) = 2*' 66' 

""1(4,52) = 52, 61, ^((4,112)= 7, 112, 

^;4,D8) = 26, 98, 1(4,125)= 56, 125, 

= 104, 122, !(*.»*) = 14, 33, 



"i(4,r>2)=l 



(4,62) = 36, 
(4,9) = 9, 


62, 
113, 


(4,94) = 38, 
^(4,1 19) = 105, 


94, 
119, 


(4,72) = 72, 
"" (4,31) = 18, 


124, 
31, 


(4,76) = 69, 
^(4,47) = 19, 


76, 

47, 


(4,10) = 10, 
(4,40) = 40, 


97, 
126, 


(4,127)= 24, 
^(4,6) = 6, 


127, 
96, 


1(4,63) = 20, 
"'•k4,5) = 5. 


63, 
8p, 


(4,48) = 3, 
'*' (4,65) = 12, 


48, 
65, 


1(4,107)= 87, 
"'1(4,86) = S6, 


107, 
91, 


. (4,106) = 103, 
"" (4,90) = 90, 


106. 
102, 


1(4,83) = 43. 
"^'1(4,75) = 75, 


83, 
85, 


(4,51) = 45, 
"" (4,53) = 53, 


51, 

77. 



Vatoribus Dumeriois periodonim comptifandis inRerriuiit aequatioo« 
32 qiiadratiuie , quarum ndicei formam sequeotam aooipiuot: 

1. X = i{(8,l) +/-[8+(8,32)-2(8,63) -2(8,48; +2(8,15;]), 

2. X = i{(8,32)±/[8 + (8,l) —2(8,10) -2(R,127)+2(8,34)]|, 

3. X = l{Älä)±v^[S+(8,34)— 2(8,83) —2(8,51) +2(8,32)Jj, 
♦. I = i{(8,34)±/[8 + (8,15)-2(8,107)-2(8,l(iä)+ 2(8,1)]), 

5. X = i{(8,23)±/[8 + (S,35)-2(S,93) -2(8,76) +2(8,88)]), 

6. X = iK8,:i5)±,^[8+(8,23)-2(8,27) -2(8,94) +3(8,11)]), 

7. x = i{(S,S8)+,ri8 + (S,ll)—2(8,U0)— 2(8,28) +2(8,35)]), 

8. X = i((8,ll)±/-[8+(8,88)-2(8,109)-2(8,125)+2(8,23))), 



214 ^ -^^ Filcher, molulio Qtgtiraioa atquvtioHis x**'' — 1 =0. 

9. »=. J((8,IOO)±/[8+(8,lI6)-2(8,««-2(8^) +3(8,«)]), 

10. ir=i{(8,U«) + /t8 + (8,10O)-2(8,J8) — a(8,107) + 2(8,S9)]), 

11. X = i|;8,42) ±^[8 + (8,59) -2(8,76) -2(8,10) +2(8,116)]!, 

12. X = {{(8,59) +,r[8+(8,42) -2(8,9*) -2(8,63) +2(8,100)]), 

13. X = i 1(8,13) ±/[8 + (8,98) -2(8,48) -2(8,110)+ 2(8,62))), 

14. X = i{{8,98) ±/18+(8,13) -2(8,12r)-2(8,I09)+2(8,72)]), 
\h. X = ij(S,fi2) ±n^-\-(»,Ti) -2(8,51) —2(8,27) +2(8,98))«, 

16. x-= i{(8,72) ±/t.H + (S,62) -2(8,1061-2(8,93) +2(8,13))), 

17. X = {((8,10) +,r[8+(8,63) —2(8,116)— 2(8,34) +2(8.I07)J), 

18. »=i((.S,63) +ia8 + C8,10) — 2(8,100)- 2(8,15) +2(8,83)]), 

19. X = }|(S,l07)+^r.S + {8,83) —2(8,59) -2(8,1) +2(8,63)]), 

20. !t = j((8,83) ±v^[8 + (8,107)-2(8,42) -2(8,33) +3(8,10)]), 

21. «=i{(8,27) +/t8+(«,93) —2(8,98) -2(8,11) +3(8,109)]), 

22. x= }{(8.93) ±i^[8 + (8,27) -2(8,13) -2(8,88) +2(8,110)]), 

23. x=i{(8,109)±/18 + (8,ll0)— 2(8,73) —2(8,23) +2(8,93)]), 

24. X = ä((8,110)±/[8+(8,109)-2(8,62) -2(8,35) +2(8,27)]), 

25. » = 4{(8,38) +^[8 + (8,l25)-3(8,35) -3(8,59) +2(8,94)]), 
28. » = i{(8,12S)±/[8+(8,28) -2(8,33) —2(8,42) +2(8,76)]), 

27. «= i{(8,94) i/I8+(8,76) —2(8,11) — 3(8,100) + 2(8,125)J), 

28. ;r = i{(8,76) ±/t8 + (S,94) -2(8,88) -2(8,116)+2(8,28)]), 

29. X = i{;R,127)+/[8 + (S,4S) -2(8,34) -2(8,72) +3(8,106))), 

30. x = i{(8,-48) +/I8+(S,I27)-2(8,15) —3(8,62) +2(8,51)]), 

31. X = i {(8,106) +/[8 + (8,51) -2(8,1) -2(8,13) +2(8,48)]), 

32. X = i{(8,51) i:/-[8 + (8,I06)-2(8,32) -2(8,98) +2(8,127))). 
S! differenliae (4,1)— (4,4); (4,32)— (4,128); eta p«r (3„ ft, . . . 

... j3,. deiiiguantur, et aummae per a, , a, , > • • < ce» , hie inter quanti- 

tates j3 relatiooes Bequentes eutant: 

a,$,= 0,+2ß., 0,(3,= (3., + 2i3u, 

B,ß, = —(3, +30,, tL„ß,„ = — A +2ß„, 

o,ß, = ß,+33,, an(3u= 0i. + 2ß„, 

a.ß. = — 3,+38,, a„ß„= — ft, — 2(3., 



«feß. 


= 


ft + 33., 


<^ßi 


= 


-A+3ß., 


cß, 


= 


0.+2ß., 


«.ß. 


= 


-ß,+2A, 



a,.ßi> = 


ß..+2ß„. 


a,.ß,. = 


-ß,. + 3ß». 


«ußu = 


ß.. + 3ß„. 


««ß« = 


-ß., + 2ß„. 
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0.7$,, SS ß,s + 2ft„ a»ß»s ft« + 23,7, 

a«ß„ «s — ß„ + 2ß», «a.A» = — ßM + 2fts, 

«ioß»= ßio + 201., Onßn « ßM+2ß», 

a„|3ti =s ß„ + 2ß23, «h9ß»es Ao+2ß,„ 

««0« » —021 + 20«, «boß» as — ß„ + 2ß,„ 

«»jß« = ßM + 2ß»„ a^ßji = ß„ + 2ß», 

«^ß» = — ßij — 2ß2i, Oaißsa = — ßsi — 2ßi9» 

& qfA ex hw aequationibus quantiiates ß oompiitare vellet, ooto earum 
aec M s a rio indeierminatae manereui. Signa saltem quantitatum ß his ae« 
quaiSouibin inveDu 

Qua de re producta insuper septan ßi.ßs; ßj.ß«; eCo. mTeatigan: 

A.Ä =(8,88)+ (8,127)+(8,110)+(8,28)— (8,76)-(8.107)-(l6,2r;, 
/k.ff, - (8.35)+ (16,88) +(8.51) -(8,48) - (8,32) - (8.34) - (8,107), 
/*.As«(8,öl)+ (8,27) +(8,107)+ (8,62) -(8,94) -(8,110)- (18,127), 
ßo./hi a= (8.48)+ (8,23) +(8,110)+(8,59) -(8.42) -(8.62) - (8,51) -(8,27), 
/?„./%, s (8,16)+ (8,109) +(8,72) +(8,23) -(8,11) -(8,42) -(16,13), 
Äi./Ji« = (8,1) +(16.109)+(8,9S) -(8.83) - (8,42) - (8,03) - (8,34), 
^..-?«, = (8.1) + (8.13) +(8,42) +(8.106) -(8.88) -(8,72) -(16,15), 

Unde jam, uniu» differentiae ß» sigiio ex «rbitrio aooepto, reliquae deter« 
nünatae sunt. 

Sunt autem valores ninnerid pro 64 perio& 4 terminonini: 



yi 


«(4,1) « 


3.84832 87128, 


yi« 


= (4,95) » 


0.35173 07561, 


y« 


«(4,4) » 


2.00266 82129, 


y« 


= (4,11) = 


1.13179 67585, 


y» 


s (4,32) = 


3.41613 84271, 


y« 


= (4,44) » 


0.81583 30836, 


74 


B (4,128) = 


—0.03798 24689, 


yiT 


= (4,100) = 


— 1.22941 90217, 


ys 


= (4,15) s= 


3.69674 77128, 


y.8 


= (4,114) = 


—0.23772 66977, 


y« 


s (4,60) s 


0.02433 12368, 


yi9 


= (4,116) = 


— 1.55468 63023, 


7» 


« (4,34) = 


2.83366 68353, 


y«> 


= (4,50) = 


2.20079 36372, 


Tb 


= (4,121) = 


— 3.92344 30358, 


r« 


= (4^2) » 


—0.46692 12%9, 


y» 


s (4,23) = 


—0.12767 2034«, 


7m 


= (4,89) = 


— 3.07213 98260, 


7» 


= (4,92) = 


— 1 . 53538 34238, 


y» 


= (4,59) = 


— 0.67261 18898, 


yu 


s (4,35) = 


2. 17444 47739, 


7m 


= (4,2 t) = 


1.03645 58297, 


7« 


s (4,117) = 


—2.34605 92651, 


/« 


= (4,13) = 


2.62834 78841, 


7« 


s (4,88; = 


— 3.07907 23103, 


y» 


= (4,52) = 


0.74881 26493, 
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18. A. Wucher, 



afgebraiea Mquutioni% x*'* — 1 =s 0. 



7a7 

7» 

7« 

7» 

7« 

7« = 

Y» *= 

7j* «= 

7« = 

7» 

7jt 

7» 
7» 
7« 
7« 

7« 
7« 

7« 
7« 



(4,98) 

(4,12'^) 
(4,6?) 

(4,9) 

(4,72) 

(4,31) 
(4,10) 
(4,40) 
(4,63) 

(4,5) 
(4,107) 

(4,86) 
(4,83) 

(4,75) 

(4,27) 

(4,108) 

(4,93) 

(4,U5) 

(4109) 



0. 14010 

3 . 62662 

1.38405 

0.09367 

2v 36459 

3.26201 

0.50486 

0.87878 

1.82675 

1 . 23384 

-2.78592 

-2.23079 

0. 10789 

-1.49124 

0.73893 

-2.08257 

-0.79688 

-0.81544 

-1.32854 



11796, 
11312, 
57114, 
07559, 
21542, 
64729, 
87365, 
06285, 
10266, 
80708, 
92933, 
63380, 
99701, 
36364, 
46617, 
94036, 
52144, 
86542, 
52330, 



746 

747 
748 
740 

7s<» 
7m 
7»» 

753 
764 

7« 

756 

757 

7se 

75» 
760 

7« 
7t» 

764 



(4,78) . 

(4,110) i 

(4,74) 

(4,28) 

(4,112)^ 

(4,125) 

(4,14) 

(4,94) 

(4,119) 

(4,76) 

(4,47) 

(4,127) 

(4,6) 

(4,48) 

(4,65) 

(4,106) 

(4,90) 

(4,51) 

(4,53) 



0.57629 

—0.64119 

-2.03668 

1.46386 

0.13131 

— 1.59066 
3.26627 

— 0.13254 
—3.62519 

— 0.79839 
2 . 60675 

—0.33317 
0.57733 
2.76845 
1.87787 

—3.32872 

—2.77228 
1 . 54349 

—0.07020 



28685, 
73730, 
89761, 
55773, 
63451, 
69067, 
64848, 
03559, 
12567, 
92733, 
86775, 
36863, 
21522, 
19714, 
45197, 
36341, 
10523, 
70845, 
68016. 



X 

X 

X 



Aequationum sjBtem« «equens, i 
ac^it, 128 expressiones pro periodU 2 

=»i{y(.+6o±V"[4- 

— i {7(2+6,) ±/[4- 

= iiyiH*.)±/[4- 
= i {7(44*.) +V[4- 
= ily(G+«,)+/[4- 
= i{y(6«„)±/[4- 
«==i{y(7+*.)±v^[4- 

X Ä i{y^a^,±/[4- 
et pro AflPerentiin ^i, ^7, etc.. puta (2,1) 
UHones exstant: 

7(1+4») •0(1+4«) = 

y(t+4ii) • ö(j+to,) = 

7(4+4») . f:i+4i.) =s 
7(4^-»») • •(4+41.) S* 



1. 

2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 



li n valorw 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
termmorum dat: 

-2y(S+8,,»+7(»+en)]|, 

- 2 7(6*61,) + 7(4+8«)] I , 

"• 2 7c'+«») + 7cH8ii)]| , 

- 2 /(S+Sn) + 7(J+8»)]} , 
~ 27CH*i) + 7(7+8n)]| , 
-2 7(4+8») +7(8+8»)]}, 

-27(j^)+7(6+«»)l}» 
-27(,4*.) + 7(s+8„)]}^ 

-(2,16); (2,4) -(2,64)} «te. 






Ci44»)» 






^l 



(1+4«), 



18. A. Fischer, rtsolutio algehraica aequationit .T*" — ls:0. 
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uln pro n quantitates 0, 1, 2, .... 15 sunt substUueodae. Ut qwae ilif- 
ferentiae 6 inveniantur praeteree signis qulndeoun produotorum seqiioii- 
(ium opus est: 

^,.^5 «(4,14) -(4.31), a;».^,,« (4.52) + (4.72) -(4,98)- (4.35), 
^».^=(4,94) +(4,128)-.(4,0) -(4,40), ^m-Ä",,«: (4.117)— (4,53), 
^.^^, = (4.65) -(4.100), ^J««=(4,5) +(4,88) —(4,60)— (4.114), 
*i,.^,7 = (4.65) +(4.76) -(4,03) —(4,34), i4..4 = (*421)-(4,28), 
*i7.^ = (4.115)-(44), *«.Ä» = (4,ll)+(4,12t)-(4,27)-(4.83), 

a;».^«c=(4,50) +(4,109)-(4,112)-(4,86), *« ^« = (4,122) -(4,10), 
^.^» = (4,75) —(4,23), ««.^»7 = (4,14) + (4,62) - (4.92) - (4.89), 

3^57.^61 = (4.21)-(4,27). 

(Tode TaloreB oumerki invemuntur : 

i^ . tfj SS 0,00426 60119, 



is.S, = 0,13092 56515, 
Ä».Ä„= 3,10729 35414, 
^^j.Äi, =—1,62651 96541, 
9„.d2i = —4,66377 73670, 
ia.i^ SS 2,97172 83971, 
^».^29 =—1,36357 18016, 
^^.J„ SS —3,93032 54584, 



^»•^» 



2,27585 24635, 



^„J,^ ==—1,63182 87786, 
^«.Än s= —5,38730 86131, 
{"«.o« = —3,63848 09091, 
S^.i„ = —4,13148 98677, 
^j,.^,: s 9,25785 54460, 
^5, . ^„ ^ 0,29752 1 166^. 
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18. A. Fischer, re$olidio atgehraiea atquoiionU x'*' — 1 sO. 



periodk 



periodus 



coiacidit« 



2k n 
257 



0% *^ 



(2.1) = 

(2.16) = 

CIA) = 
(2,64) = 

(2^ = 

(2.2) = 
(2,128J = 

(2,8) = 

(2.15) = 

(2.17) =r 
(2,60) = 
(2,68) =3 
(2»S4) = 
(2,30) =r 
(2.121)=: 
(2,120) sa 

(2,23) = 

(2.111) 

(2,92) 

(2.70) 

(2,35) 

(2.46) 

(2,117) 

(2.73) 

(2,88) 

(2,123) 

(2.95) 

(2/2?) ; 

(2.11) 
(2,81) 
(2.44) 
(2,67) 



1.Q9940 
1.84892 
1.99044 
0.01222 
1.41862 
1,99760 
-1.99985 
1.90186 

1.86701 

1.82973 

0.20743 

-0.ia3lO 

1.34792 

1.48574 

—1.96647 

—1.95697 

1.69205 
—1.81972 
^1.25515 
—0.28022 
: 1.31140 

0.86304 
—192147 
-^.42458 



23145 
63982 
41935 
40194 
88268 
96002 
05671 
80962 

50815 
26,M3 
5S811 

46443 
258G0 
42493 
24941 
05417 

33152 
53500 
43316 
90921 
03(i26 
44113 
16473 
76178 



:— 1.09712 59352 
:-l 98194 63750 
r— 1.36588 29483 
: 1.7176t 37049 
1.92811 14319 
:— 0.79631 46734 
; 0.95019 68566 
—0.13436 37730 

Unde etiam 



(2,irjO)j 

(2.58) : 
(2.114): 
(2,25) : 
(2,118) i 
(2.57) : 
(2.50) ; 
(2,29) : 

(2.42) : 
(2.99) : 
(2.89) : 
(2.118): 
(2.59) 
(2.84) 
(2.21) 
(3,79) 1 

(2,13) 

(2^9) 

(2,52) 

(2.61) 

(2.98) 

(2.26) 

(2.122) 

(2,104) 



-1.53383 
0.30441 

-1.87564 
1.63791 

-1.90733 
0.35264 
0.68276 
1.51802 

1.03507 
-1.50199 
-1.13767 
-1.93446 

0.25600 

-0.92861 

1.74214 

-0,70569 

1.89983 

0.72851 

0.59006 

0.15874 

«1.46926 

1.60936 

-1.97479 

-1.65182 



35900 
45683 
11726 
44749 
17663 
54640 
38099 
98272 

79511 
92480 

67168 
31092 
17389 
36*287 
75145 
16848 

• 

37743 
41097 
65649 
60844 
71939 
83735 
96814 
14497 



(2,62) = 0.10996 13890 
( >,36) =; 1.27409 43223 
(2.9) BS 1.95178 0I7GO 
(2.113) =5 -1.85810 94201 
(2J2) =—0.37668 36614 
(2.124) = — 1.98790 84927 
(2,31) =. 1.45257 06121 
(2,18) CS 1.80944 58608 



(2,10) : 

(2,97) I 

(2,40) : 
(2,126): 

(2.63) I 

(2*20) i 

(2,5) : 

(2,80) : 

(2,107): 
(2,87) : 
(2.86) : 
(2.01) 
(2,83) I 
(2.43) ! 
(2,75) 
(2,85) 

(2,27) 

(2,82) ; 

(2.103) 

(2,71) 

(2.93) 

(2.54) 

(2;115) 

(2,41) 



1.94052 

-143565 

1.11748 

—1.99626 

0.06111 

1.76564 

198507 

-0.75122 

1—1.73000 
—1.055^1 
—1.01408 
-1.21671 
— a88903 
0.99293 
:— 0.51960 
—0.97163 

: 1.57986 
:— 084092 
; -1.75402 
1-0.32855 
: -1.29*284 
: 0.49595 
-1.89205 
1.07660 



57174 

69809 
48209 
34494 
09664 
00601 
57456 
76748 

98650 
94283 
18056 
453>4 
41627 
41328 
5749Ö 
80666 

03715 
57098 
48575 
45461 
39911 
87767 
18359 
31817 



(2.109) = -1.77699 14776 
(2,55) = 0.44844 62446 
(2,78) =—0 65973 38762 
(2,37) SS 1.23602 67447 

(2. 1 10) BS —1 .79889 590O4 
(2,39) BS 1.15769 80174 
(2,74) =—0.47223 78076 
(2,101) = — 1.56475 11684 

[ae aequationis jr-^^= 



(2,28) = 134961 
(2,66} =-0.«ö574 
(2.112)=— 1.83937 
(2.7) = 1 97069 
P, 125) =—1.99200 
(2,56) = 0.40134 
(2,14) ai 1.68331 
(2,33) '=r 1.38296 



(2,94) 

(2,38) 

(2,119) 

(2.105) 

(2,76) 

(2.69) 

(2.47) : 

(2.19) 

(2,127); 

(2,24) 

(2,6) 

(2,96) 

(2,48) 

(2,3) 

(2.65) 

(2.12) = 

(2,106) s=a 

(2.103) = 
(2,90) = 
(2.102) = 
(2,51) = 

(2,45) == 
(2.53) = 
(2,77) = 

1 faciie 



1—1 32949 
: 1.1%95 
—1.94879 
—1.67639 
r— 0.56666 
—0.23173 
; 0.81866 
: 1.78607 

—1.99665 
; 1.66548 
: 1 97852 
—1.40118 
: 0.77382 
: 1.99462 
: —0.03657 
: 191454 



45429 
69656 
85067 
48518 
74786 
05719 
22929 
42418 

36874 
33315 
92514 
2C052 
31050 
61662 
13685 
73088 

5294S 
16060 
08497 
86975 
89872 
29642 
02325 
47523 



-1.70496 00983 
—1.62376 27358 
—1.17754 75260 
—1.59473 55263 
: 0.63660 54299 
0.90689 18548 
0.54317 5022S 
-0.61336 18239 

oonstanU 
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19. 

Analytisch -geometrische Aphorismen. 

(FortietzoDg des Aufsatzes No. 15. im 3ten HeAe, No. 24. im 4ten Hefte X Bandet; No. 3. im Isten 

Hell und No« 9. im vongen Uefte dieses Bandes.^ 

(Von dem Herrn Professor Piiicker zu Berlio.} 



Über eio neues t-bertragungs-Prlncip« 

I. ,1 A-Ile SStze^ welche auf eine beliobige ZusainmenstelliiDg von belie- 
^^bigen Kreisen mit geraden Linien oder von geraden Linien unter sich 
^^ Bezug haben, und blolse Sitiiations- und Winkel* Beziehungen enthaU 
^yten, lassen sich unmittelbar auf eine Zusammenstellung von beliebigen 
99 Kreisen mit solchen Kreben, die alle durch einen festen Punct gehen^ 
99 oder von letztbezeichneten Kreisen unter sich übertragen." 

Ich werde hier 9 wo ich einzig und allein Construotionen der Ele- 
mentar* Geometrie im Aii^e habe^ nur diesen besondern Fall eines allge-* 
meinen Übertrag^ags-Prinoipes discutiren^ und andeuten, wie er aus be« 
kannten Siltzen und Construotionen neue finden lehrt« Die nachfolgenden 
aoaljrtischen Betrachtungen könnte man auch mit leichter Mühe durch rein 
geometrische ersetzen. 

2. Man weilsy dafs, wenn ein Kreis gegeben ist, irgend zwei Puncte, 
welche beide auf derselben durch den Mittelpunct dieses Kreises gehenden 
geraden Linie liegen und die Eigenschaft haben , dals einer derselben auf 
der Polaren des andern Iiegt9 zugeordnete Pole in Beziehung auf 
den gegebenen Kreis genannt werden. Der geometrische Ort für die 
zugeordneten Pole alier Puncte, die auf dem Umfange irgend eines gege- 
benen Kreises liegen, ist ein neuer Kreis. Die Beziehung der beiden 
Kreise zu einander ist eine durchaus gegenseitige; ich nenne dieselben in 
dem Folgenden zugeordnete Kreise 9 und sage 9 der eine Kreis sei der 
Polar-Kreis des andern. 

Wenn 
die Gleichung des gegebenen Kreises i8t9 so stellen9 wie in der 181. Nmn- 
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tneßt des «rtten Bandet meiner ,,Entwiekbingea" geaeigt worden Iity £• 
beiden Gkidningm: 

Irgend svirei zugeordnete Krefee der, indem wir nugleich in der ktileii 
Gleioiiung^ der KÜrae halber, 

setsen« Am angefahrten Orte ist naobgoiinesen vorden, dalk die. beiden 
angeordneten Krefee (2.) und (3*) mit dem Kreise (L) dieselbe gemein- 
sdiaftliehe Chorde haben , und dafii der Mittelpunot des Kreises (1.) ent- 
weder der Sufeere oder hinere homologe Punet (Ähnlidikeitspunct) der 
beiden Krebe (2«) und (3«) ist^ so dals es ha AUgemeinen i^wei Kreise 
j^ebt^ in Beugung auf welche zwei gegebene Kreise zugeordnete sind. 

Die DunAsdhnittspuncte irgend zwder Krme sind oflPenbar die zu» 
geordneten Pole der DurciiBdmittspunote ihrer bdfden Polar-Kreise. Wenn 
also mehrere Kreise durch denselben Ponet gehen , so thim ilve Polar« 
Krene an Glddies« Wenn zwei oder mehrere Krene sich berühren, so 
berühren ridi eben&üs flire Pdar- Kreise« Wenn vier oder mehrere 
Puncto auf dism Umfbnge desselben Kreises liegen, so tiiun Uwe zi^eord« 
neten Pole ein Gieiches« Wir sehen femer, dafii wenn überhaopt irgend 
eine Cönstmction TorKegt, die sidb auf Kreise besdit und Ton Grtnzen« 
Bestimmungen unabhängig ist, wir sogleich dne entsprediende ConstructioBi 
in der Polar -F^r erhalten» Die nShere Discnssion dieser Bemerknig 
giebt das in Refc stehende Prindp« 

3. Wenn 7 =^ ist, so geht der Kms (2«) durch den Anfiing^nnek 
der Cöordinaten, und die Gleichung (3,) verwanddt sich abdann in folgende: 

und stellt folglich eine gerade Linie dar, nemiich die g^m^inffhaftliche 
Chorde der beiden Kreise (I«) und (2«)» 

Zu einem Kreise > der durch den Anfangsponct der Cöordinaten, 
den MittellpuDct des HiiI£B «* Kreises, geht, gehört also als zugeordneter Ort 
eine gerade Linie, und umgekehrt, zu irgend einer gegebenen geraden Li« 
nie gehSrt ab zugeordneter Ort ein solcher Kreis, der durch einen festen 
Punet, den Mittelpunct des Häifs '^ Kreises, geht« Wenn die gegebene ge* 
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rade Lioie eia Dimfamesser des lefastgwnnten Kreises ist, so ist sie ihr 
eilgMr ngeordneCer Ort» 

Wir sehen hieraus sogleiob» da(s jedem Satise Sber gerade Linien, 
der Molii Sttuations«» Beziehungen enthük) ein zweiter entspricht ^ der sich 
iMimittelhar aus dem ersten ergieht, wenn man statt der geraden Linien 
solche Kreise nimmt ^ die durch irgend einen festen Punct gehen. Es ist 
auglsidi ersichtlicb^ dafs der erste Satz sich zugleich auf gerade Linien 
und bdi^ige Kreise beziehen kann« Alsdann bezieht sich der zweite ent* 
sprechende Satz auf solche Kreise^ welche alle durch e»en fiesten Punct 
pAiea und auf beliebige Kreise. Ich beguBge mich hier mit ein paar 
Bdqpielen« 

L Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, so gehen 
die drei gemeinschaftliehen Chorden je zweier dieser drei 
Kreise durch einen und denselben Punct. 

IL Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, so schnei- 
den sich diejenigen drei neuen Kreise, welche durch die 
beiden (reellen oder imaginären) Durchschntttspuncte je 

« 

zweier der drei gegebeneni und überdiefs noch durch irgend 
einen gegebenen Punct gehen, anfserdem noch in einem 
zweiten festen Puncto. 

L Wenn man um einen gegebenen Kreis ein beliebi- 
ges Sechseck beschreibt^ so schneiden sich die drei Diago« 
nalen dieses Sechseoks in demselben Punet. 

iL Wenn man durch einen festen Punct sechs solche 
Kreise legt, die einen gegebenen Kreis berühren^ so kann 
man nns den Bogen derselben rersehiedene Sechsecke bil- 
den« Legt man dureb jenen festen Pnnet und die dreimal 
zwei gegenüberliegenden Winkelpuncte eines solchen Sechs- 
ecks drei neue Kreise, so sehneiden sich dieselben in einem 
und demselben zweiten festen Puucte. 

Auf ähnliehe Weise könnten wir den Satz vom eingiesehriebonen 
Sechseck, Monge 's Satz über die Durchschnittspuncte der gemeinschaft- 
lichen Tangenten je zweier von drei gjegebenen Kreisen, und unzahlig viele 
andere Stttze verdoppeln« 

4« Diejenigen heiden Kreise, welche mt irgend zwei gegebenen 
geraden Linieii, als Polar* Kreise gehören und also durch den Mittelpunct 
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des Biilfs- Kreises gehen, berühren io diesem Panofe offenbar zwei solche 
gerade Linien, weiehe den beiden gegebenen parallel sind« F« sdmeideii 
sich die beiden Kreise also unter denselben Winkeln als die beiden gege« 
benen geraden Linien. Zwei Paratldlinien entsprechen swei sich im Mit*» 
telpuucte des Hülfs- Kreises beriihrende gerade Linien. Wir ziehen hier« 
aus den Schiufs, dafs auch alle diejenigen Satze ^ die auf Kreise und ge- 
rade Linien Bezug haben und Winkel-Beziehungen enHialten, sich über* 
tragen lassen. 

L Die Summe der Innen-Winkel jedes geradlinigen 
Dreiecks betragt zwei Rechte« 

IL Wenn ein Dreieck ans den Bogen solcher drei 
Kreise, welche in demselben Puncto sich schneiden^ gebildet 
wird, so beträgt die Summe der drei Winkel dieses Dreieck» 
zwei Rechte« 

Wenn dieser zweite Satz zum unmittelbaren Bew^ie vorgelegt 
wäre, so würde man sogleich zum Ziele kommen« wenn man sich des 
geometrischen Beweises des ersten Satzes mnnerte. Dieser letzte Beweis 
beruht gewöhnlich darauf, dafs man diu*ch einen Winkelpunct des gegebe- 
nen Dreiecks eine gerade Linie, der gegenüberliegenden Seite parallel zieht, 
und dann die Sätze über Wechsel- und Gegen- Winkel anwendet. Dort 
erliiält man den Beweis ganz ähnlich , wenn man durch den aus den Bo- 
gen zweier Kreise gebildeten Winkelpunct einen neuen Kreis 1^, der 
d^'u dritten Kreis in dem festen Puncto berührt. 

L Alle Peripherie-Winkel, die auf demselben Bogen 
stehen^ sind einander gleich. 

n. Wenn ein fester Punct und ein Kreis gegeben sind, 
und man nimmtauf dem Umfange des Kreises zwei neue feste 
Puncto beliebig an, und beschreibt dann zwei neue Kreise, 
die sich in irgend einem dritten Puncto des Umfanges des ge^ 
gebenen Kreises schneiden, und von denen jeder dure4i den 
gegebenen festen Punct und durch einen der beiden andern 
festen Puncto geht. So ist der D^irchschnitts-Winkel solcher 
zweiKreise ein constanter, wo auch der dritte Punct desUm- 
fauges des gegebeneu Kreises angenommen werden mag. 

Ich könnte diese Beispiele noch beliebig vernelfSltigen , begnüge 
aber, beiläufig nur noch zu erwähnen, wie das io Rede stefaeniie 
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ÜhertragUDgs-Prmcip unmittelbar dio Losung der Aufgaben liefert: .^Tn 
und um eiuen gegebenen Kreis ein solches nEck zu beschreiben, cIo85ic*n 
Seilen Bogen ron Kreisen sind^ die alle durch einen gegebenen Punct ge- 
hen ond dessen Winket einander gleich sind/' weuD sich (»onst nur in und 
um einen gegebenen Kreis ein regelmlibiges Poivgou von n Seiten he-» 
schreiben laist. 

5. Wenn wir urgend zwei conoentriscbe Kreise durch die beiden 
Gleichungen : 

(r-ß)'+(*-«)' = ?% 

darstellen^ so erhalten wir^ indem wir der Kürze halber 
nenueu, für ihre Polar -Kreise folgende Gleichungen: 

und für die gemeinschaftliche Chorde dieser Kreise, indem wir abziehen 
und reduciren: 

Aus der Form dieser Gleichung^ in der weder ^ noch (' vorkommt^ 
ist ersichtlicih^ dals^ wenn belieUge conoentriscbe Kreise gegeben sind^ alle 
ihnen zugeordnete Kreise eine gemeinschaftliche Chorde haben , und dals 
diese Chorde auch die gemeinschaftiiche Chorde des lliilfs- Kreises und 
desjenigen jener concentrischeu Kreise ist, der durch den Mittelpunct des- 
selben geht» Alle PoUuvKreise haben also dieselben beiden festen Puncto 
zu zugeordneten Polen. Der eine dieser Puncto ist^ was unmittelbar er- 
hallet , derjenige welcher^ in Beziehung auf den HUifs- Kreis, zum Mittel- 
puncto der concentrischeu Kreise als zugeordneter Punct gebort. Er liegt 
auf der geraden Linie: 

ßj + a:r = R\ 
und steht also von jener gemeinschaftlichen Chorde (4.) so weit ab, als 
der Anfimgsponct der Coordinaten^ der Mittelpunct des Hnlfs-Kreises. Die- 
ter Mittelpunot ist also der zweite jener beiden festen zugeordneten Punote* 

Alle Satze, welche sich auf concentrische Kreise beziehen und 
blolae Situations- und Winkel- Beziehungen enthalten, lassen sich also auf 
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solche Kreise unmittelbar oberfragCDy welclie eine gemeintehafUiebe (ideale) 
Chorde beben. lob begnSge mich mit einem einsäen Beiq^iele* 

L Ein soloher Winkel ^ dessen Sdieitel auf dem UmlSuige eines 
von zwei gegebenen conoentrisidien Kreisen for(riiekt| wfibrend seine bei-* 
den Schenkel den andern derselben berfibren» Ueibt eonstant« 

IL Derjenige Winkel , welcher Ton zwei Kreisen gebildet wird» 
die sich in irgend einem Pmicte eines ron irgend zwei gegebenen^ keinen 
Puuct gemein habenden Kreisen sehneiden, den andern dieser Kreise be« 
rulireii und iiberdiefs dnreh einen derjenigen beiden Punote gehen , die in 
Beziehung auf die beiden gegebenen Kreise zugeordnete Pole sind, ist 
von coDstanter Grtilse« 

6« Es seien 

die Gleichungen irgend zweier gegebener Kreise, und hiemaeh, indem wir 
setzen, die Gieiefaungen dar Polar • Kreise: 

(r-^)'+(x-^T=f:,". 

Wir wollen untersuchen, welche Lage der BBlFs- Kreis in Beziehung ai|f 
die beiden gegebenen Kreise haben mufs, damit die Radien der beide» 
Polar -Krme einander gleich seien. Diese Bedingung wird erfSUt. wenn 

das beifst, wenn 

■■' ' ■ ' " »^ 31 /" " ' • 

9 9 

Der Mittelpunot des Qiilfii-Kreiaes ist hierbei der Anfangspmiot der Coor« 
diuaten. Yerl^M wir £e Axen so, dali die Coordioaten jenea Hittelpaiic«- 
tea y und x werden, so kommt: 

Diese Gleichung stelU also, wenn wir y und x ds veränderlieh betraebteai, 
den Ort derjenigen Puncto der, in weichen derMitielpunet des Hotfs-^Kreiaea 
angenomm^i werden mufs, damit die Radien der beiden Polar «Kreiae 
gleich werden. Im zweiten Paragraphen dieser Aphorismen haben wir 
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gesehen, dafs die letzte Gleichung denjenigen Krds darstellt, w^her aus 
einem der beiden homologen Puncto der beiden gegebenen Kreise, ak 
Mittelpuncte beschrieben wird, und mit diesen Kreisen dieselbe gemein« 
schaftliche Chorde hat» 

Da ferner, wenn irgend drei Kreise gegel>en sind, diejenigen drei 
neuen Kreise, welche aus solchen drei homologen Puncten je zweier der 
drei gegebenen Kreise, die in gerader Linie liegen, als Mittelpuncten^ be« 
schrieben werden, und mit den bezBglichen gegebenen Kreisen dieselben 
gemeinschaftlichen Chorden haben, in denselben beiden Puncten sich schneii- 
den (Aphorismen li.), so können wir einen solchen Durchsdmittspunct zum 
Mittelpuncte des HUIfs* Kreises nehmen, und erhalten alsdann solche drei 
den gegebenen zugeordnete Kreise, deren Radien einander gleich sind. 

Alle Satze also iiber zwei und drei beliebige Kreise von gleichen 
Radien, welche nur Lagen und Winkel« Beziehungen enthalten, lassen 
sich unmittelbar iibertragen auf beliebige Kreise mit beli€l>igen Radien. 
Und überhaupt alle möglichen Constroctionen, welche sich auf drei gleiche 
gegebene Kreise beziehen, in welchen, was das End-Resultat betrifft, nur 
Kreise und gerade Linien iu Betracht kommen, lassen sich auch dann 
ausfuhren, wenn statt der drei gleichen Kreise irgend drei belieUge gege- 
ben sind. 

Es ist zum Bdspiel leidit, einen Kreis, zu besdbrdben der drei 
gegebene gleiche Kreise gleichartig berührt. Diese Bemerkung liefert 
uns eine neue Construction des Apollonischen Problems der 
Tactionen, wenn irgend drei beliebige Kreise gegeben sind, die von 
einem vierten beriihrt werden sollen. Man bestimme auf die eben er« 
wftbnte Art den Mittelpunct eines Hülfs - Kreises, so dafs die, den gogebe« 
nen zugeordneten Kreise einander gleich werden, und eonstruire dann die- 
jenigen beiden Kreise, welche diese drei gleichen zugeordneten Kreisd 
gleichartig berühren. Die Polar-Kreise der beiden 90 bestimmten Kreise 
sind alsdann zwei verlangte. 

Ich gehe in kein Detail dieser G>nstruction hier ein, weil in dem 
folgenden Paragraphen, dem der gegenwärtige hier seine Stelle verdankt, 
BO^ ein anderes Beispiel der letzten Übertragungsweise vorkommen wird» 
Bonn, Ende October, 183L 
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20. 

Analy lisch "comblnatorisclie Sätze. 

(Vom Hmn Prof. B. P. Scherk m H«Ue.) 



I« (Vergl. gegeiiw« Jouni. IIL fid« pag. 07.) JDiIdet man alle Corobioa« 
tioiift^FormeD ohne Wiederholungen aus den natärliehen Zahlen 1, 2^ 3 ••• 
... n 2ur iTiten Classe, zieht von jeder in der ersten Stelle jeder Form 
stehenden Zahl 0, von jeder Zahl in der zweiten Stelle 1, in der dritten 
2^ ....f IQ der letzten m — i %h, so erhalt man idle Corobiaationfi- Formen 
mit gestatteter Wiederholung der Elemente aus den Zahlen 1> 2^ 3, ••• 
..«73 — /n4-l cur mten Ciasse« 

BeispieL Essei ins=s3^ nss^ se sind alle Comhinationen ohne 
Wiederholung aus den Grüben 1^ 2| 3^ 4^ 5y zur 3ten Classe, auf gewöhn- 
liche Weise geordnet: 

1.3.3, 1.2.4, 1.2.5, 1.3.4, 1.3.5, 1-4.5, 2.3.4, 2^.5, 2A5, 3.4.5. 

Hierron ab: 0.1.2, 0.1.2, ai.2, ai.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 

bleibt: 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.3, 2.2.2, 2.23, 2 3.3, 3.3.3, 

welehes alle Comhinationen mit gestatteter Wiederholung aus den Chfolsen 

1, 2, 3 zur 3ten Classe sind. 

Beweis« Denken wir uns die Combinations- Formen auf die ge* 
wShnliehe Weise geordnet, so wird es, wie man leicht bemerken kann, 
zunächst darauf ankommen, zu bestinunen, die wleriebte Stelle in der 
Reihe aller Formen eine aus gegebeneii Grö£ften gebildete Form ein- 
ninnttt« Es ist aber eben so lacht, sogleich die allgemeinere Frage aul^ 
zulSsen, wie viele Combinations - Formen vor dmien vorhergehen, welche 
ttne beliebige Anzahl g^ebener Anfangs -Elemente iti.itj.it, .•••l'i haben« 
t) Es seien demnach zuerst alle Combinations« Formen ohne "Wie* 
dwholungen aus den Groben 1, 2, 3, • • . • iz zur ITiten Classe gebildet« Kehrt 
man die Folge aller derselboi um, so dals diejenige Form, weldie in der 
gewShnlidMn Anordnung die letzte Stelle einnahm, jetzt die erste, die 
vorletzte die zweite wird, u. s. f., — in dem obigen Beispiele 3.4«5; 2.4,5; 
2« 3. 5 etc., — so kommen gegenwärtig zuerst alle Combinatlons- Formen 
vor, in denen das erste Element grölser als ii ist, folglich alle Combina» 
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tkmen am den n — ^^ Grofiren ti-^-i, ^14*^^ ••«• ^ zur mten Glasse, de- 

reu AnaBaiil s= Vo ^"^ ' -^— »*• welcher 

ficient durah iC-ii beMiehnet werde, 

Htenuf folgen alle Formen, deren erstes Clement l^i^ deren nrei- 
tes aber grotser als t^ iat^ folglich alle Combinationen aus den n — k^Gvö^ 
Isen t^+if ^3 + 2, • . • • n cur (m — l)ten Classe, deren Anzahl = 
w— . ^,1,,^ — ,.,.n— a— WI+ __ pm-i j^^ ^^^ j denen allen l^i ab Anfieinis- 

Element Torgesetst wurde« Dann kommen alle Formen, deren beide erste 
Elemente t^^t^ sind, deren drittes aber groCier als i^ bt, folglich alle Com« 
binationen aus den n — t^ Grüben t^ + tf Ir^-j-?, .«.. /i zur (m — 2)ten 
Classe, deren Anzahl = Iv^, ist, und denen allen ii.^2 ^Is Anfangi-Elemente 
Torgesetzt wurden. 

So geht es offenbar fort* Endlich kfimmt man auf die Formen, 
deren / — 1 erste Elemente k^.k^...* ti^i sind, deren /tes Element aber gröCser 
als ti ist 9 folglidi auf alle Combinationen aus den n — ki Gröfsen ^/ + 1, 
ti^2f..n^ n zur (rn — l'^l)ien Classe, deren Anzahl s= /C^/"' ist,* und 
denen allen i^i . Jr^ « . • • ki^i als Aniangs-'Elemente vorgesetzt wurden« 

Nunmehr folgen die Formen, welche die verlangten / Anfangs«Ele- 
mente kj^.k^.^.^kj haben, welche man erhalt, wenn man allen Combina- 
tionen aus den ii— it| Groben ki^i^ ki'\*2^....n zur (jm — ^)ten Classe, 
deren Anzahl ^C^i ist, die /Zahlen kj^.k^....ki als Anfangs-Elemente yor^- 
setzt« Fol^ch gehen den T^^ Formen, weiche die genannten /Anfangs« 
Elemente haben, bei dor gegenwärtigen Anordnung: 

Formen Toran# Da nun die Anzahl aller Combinationen aus den ^7 Gru- 
ben 1, 3, 3, »««^ n zur mten Classe sss/^ ist, so werden, wenn die ge« 
genwHrtige Folge wieder umgekehrt, also die gewöhnliche wiederhergestellt 
Wtfd , den erwähnten I^ii Formen, welche die / gegebenen Anfangs-Ele« 
mente ki.kt9%mmki haben, 

Formen Torhergehen, welche diese An£uigs-Elemente noch nicht haben« 
Setzt man l^=my so werden vor der einzigen Form k^.k^....k^ 

Formen rorbergehen, wobei 

30* 
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ht, so dafii ki.k^.kj . . . . kj^ in der Reihe aller Formen die (P^ — JV)te ist, 

b) Bildet man auf gleiche Weise die Combinationen mit gestatteter 
Wiederholung aus den Elementen 1 • 2 , 3 • • • • v zur jicten Classe^ und un* 
tersucht) wieviele Combiuations- Formen vor denen vorhergehen^ ivelchc 
eine bestimmte Anzahl gegebener Anfangs »Elemente Xi.9C2*^3 •••• H b^* 
ben^ von denen angenommen wird^ dafs sc2 nicht kleiner ist als ^i ^ x^ nicht 
kleiner als ^2 u. s* f. y so findet man auf demselben Wege^ wie vorher^ die 
Anzahl der Formen^ v? eiche die genannten Anfangs- Elemente haben ^ = 

I^^Mj^^f^iy und die Anzahl der ihnen vorhergehenden Formen ss 

angenommen ist. 

Setzt mau X = ;t , so werden der einzigen Form Xx^x^...»^^ 

Formen vorhergehen, wobei: 

istf 80 daJb x^ . x, • Xj • • • • x^ in der Reihe aller Formen die (P^^fti — ^0^ ist« 

c) Setzt man nunmehr fi =: m und y. = « — /n-|-l, so ist /^+^«i 
= JPJT, d. h. die Anzahl der Combinations-Formen mit Wiederholung aus 
den Groben 1^3,3^ •... /z — m-f-1 zur /Titen Classe ist eben so grols als 
die Anzahl der Combinations - Formen ohne Wiederholung aus den Grö« 
isen 1 5 2, 3, • • • • /2 zu derselben Ciasse. Setzt man ferner 

%ji sss fc^^ %2 ^^ A2 — • 1 } X3 = k^ — -< ; • • • • x^ s= ^^ s= h^ — — /7i "pi, 

80 sieht man augenbUcklich, daf« JV^ssTV wird; da nun auch Pt-^-fi^i = 
P^ ist, so nimmt folglich die Combinations - Form ki.k2 — i.k^ — 2... 
...k^ — m-f-1 10 der Reihe der Combinationen mit Wiederholung dieselbe 
Stelle ein , als die Form ki.k2»k-,^^..ft„, in der Reihe der Combinationen 
ohne Wiederholung; wenn folglich die einzelnen Elemente der gleicbstel« 
tigen Formen von einander abgezogen werden, so ist dieDifiereuz (XI ,2 d.« 
• ••m — 1 Gonstant fHr alle Formen w« z« b. w* 

IL So innig der so eben angegebene Zusammenhang zwisoben 
CombinatioAen ohne und mit Wiederholung aus den natürlichen Zahlen 
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auch genannt werden muJb, so giebt es iloch einen andern noch innige« 
ren. Gegenwärtig haben wir nemlich dio Formen der einen Art aus 
denen der andern Art hergeleitet, die Elemente aber sind verschieden^ 
und auf gleiche Weise die Summen welche man erhält, wenn man jed^ 
Form als ein Product der dieselbe bildenden Elemente betrachtet, irnd 
alle diese Summen addirt (auf welche Weise die Combinationen bekannt« 
lieh bei allen analytischen Anwendungen vorkommen) ungleich. F4S ist 
aber eine Möglichkeit., mit beiderlei Combinationen solche einförmige 
Yeründerungen vorzunehmen, dafs Elemente und Endresultate einander 
gleich werden, und zwar wird das erreicht, wenn man Operationen 
vornimmt, die den vorigen entgegengesetzt sind, also addirt, 
wo man vorher subtraliirte, und umgekehrt« Der zu beweisende Satz ist 
hiemach folgender: 

Bildet man alle Combinations-Formeu ohne Wiederholungen ans den 
Zahlen 1, 3, 3, •••• /z zur mten Classe, addirt zu jeder m der ersten 
Stelle jeder Form stehenden Zahl 0, zu jeder in der zweiten Stelle 
stehenden Zahl 1 , zu jeder Zahl in der dritten Stelle 2, • • • • in der 
letzten m — 1 , betrachtet die einzelnen Formen als Producta und 
sucht die Summe derselben; und verfalirt mau auf gleiche Weise 
mit allen Combinationen mit Wiederholungen aus denselben Gro- 
ben und zu derselben Classe, nur mit dem Unterschiede, dais mfoi 
gegenwärtig subtrabirt, statt zit addiren, und sucht man auch gege^« 
wartig die Summe aller Prodiiote, so sind beide Summen ein« 
ander gleich, nemiioh ss5l..3«5 •••• (2/7i — l)i^^« 

Beispiel« Es sei m=: 3, /is=:4, so sind alle Combinationen ohne 
Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2, 3, 4 ziur 3ten Classe: 

1.2.3 + 1.2.4 + 1.3.4 + 2.3.4 

Hierzu addirt: 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 

- - - - - 

giebt 1.3.5 + 1.3.6 -j- 1.4.6 + 2.4.6 
^- 15 ^ 18 4- 24 + 48 == 105 = 1.3.5.7. 

Behalt man femer von den Combinationen mit Wiederholungen blols die« 
ienigen bei, in deren zweiter Stelle nicht 1, oder in deren dritter Stelle 
nicht 2 steht, da die andereti von selbst verschwinden, so hat man: 



230 20. Seherk, mmiytitck'eombiimtoriickt Sälst. 

1.2.3 +1.2wft+ 1.3.3 + l^Ai-iAA-t- 2.2.3 + i.2.4+ 2.3.3 + 2.3.4 

Biervon ab : 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0. 1 .2 0.1.2 ai.2 

bleibt: 1.1.1+1.1.2 + 1.2.1 + 1.2.2 + 1.3.2 + 2.1.1 + 271.2 + 2.2.1 + 2.2.2 

s= 1+ 2+ 2+ 4+ 6+ 2+ 4+ 4+ 8 

+ 2.4.4 + 3.3.3 + 3.3.4 + 3.4.4 + 4.4.4 
ab: 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 

2.3.2 + 3.2.1 + 3.2.2 + 3.3.2 + 4.3.2 
+ 12+ 6+ 12+ 18+ 24 » 105, wie voiber. 
Der Bewe» dieses merkwardUgen Saftaes auf rein oombinatorisdieiii 
Wege scbdnt mit Sohwierigkeiten Terbunden za sein, die nch nioht Moht 
beseitigen lassen. lob werde daher hier einen aus analytischen BetowA- 
tuogen entnonuneoen nutffaeilen, und wenn diese Qaelle aodi dne aemlich 
entfernte genannt werden muCs, so gewährt sie dodi von der andern Seite 
den Yorth^, den eigentlichen Gmnd der Gattung von VerSnde nm ge n , 
die wir Uer mit den Combinationen vornehmen, voIlstSndig aufzudedben. 

o) Aufgabe« Es sd JT eine beliebige Function der rerihnderU- 
chen GrStkex, und x'^Bx = Sy^ wo p eine bdidHge positive oder negative 
Zahl ist. Den nten Differentialquotienten von X in Benehung auf jr aus 
den sucoessivenDiflSBrentialquotimten ^ 

Auflösung. Es ut 

- Aa»-X 

d*x_ 

dy*" 



^L.^'j,.S;.t^+(,+ 2rt^0+^0}, 



ivv_ Zl^lll ^ x'^^p3p-i^p-2.^+ (^>-l+;..3M+3/'.3j^-1)»=0 



+ (;'+2/»+3/»)ar»§i^+x*|^}, 

Us s. f. 

Hieraus lü&t sich bereits tebr leidit Sbeneheo, dab der nte Offerential- 
quotient folgende Form haben wird: 
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90y dab es gegenwür^g nur darauf adLomml, das allgemeine Bildungsge« 
setz der ^on rt und p abbängigen Coefficienten (!>{lyn)y (f>(2yn), . , • • 
(Piß^n) SU bestimmen« 

Difierentiirt man nun die letzte GleidiuBg nodi einmid^ so bat man : 

d^X d^X ö^T^ 

i(«p-n+l)v(l.«)^||+(«p-n+2)9P(2,n)x*|^+....+(«p-»+fc)«':*.'.>»0+, 



•••• 



▼enraadelt mao hingegen in dendben Gleidiung n in /i+l, bo ergiebt sich: 

und demnach aus der Vergleiclumg dieser beiden Ent Wickelungen : 

(P(l,/i+l) = (np~'n^l)(p(i.n), 
(P(/r,72 + l) = <P{k~Un) + (np-^n + k)<P(k,n), 
fl)(/i+l,n-fl) = (p(n,n). 
Aus der letzten Gleichung sieht man ^ dafs <p (n^ n) eine Constante ^ folg« 
lich = <p(l.l) = 1 ist. Die Gleiohung 

(P(l,ia+l)=:(/i^-/i+l)ip(l,ii) oder <p(l,/i)=r((n^l)/^72+2)(p(l,ii-l) 
fuhrt auf 

<P{\,n) = ((«— l)/i— Ä + 2)((/i~2);»— /i + 3)....2^ — l./i. 
Man bat also noch die Gleidiung 

(p{k,n) « (p(Ar-l,/i— l) + ((yi-l);,-.n + t41)(P(Ä,/i-l) 
«uCsuISsen. Zu dem Ende bemerke man Folgendes: Die Summe der 
Combinationen mit Wiederhohmgen aus den natürlichen Zahlen 1, 2, 3^ • •• • Ar 
zur Aten Classe labt sich bekanndidh in zwei Theile zerfallen^ deren er- 
ster das grolste Element k nodi nicht enthalt, und folglich aus den Cum-* 
binationen mit Wiederholungen aus den füllen 1^ 2, 3, • • • • k — 1 zur 
Aten Classe besteht, und deren zweiter das grofste Element h in jeder 
eiujselnen Form zum Factor hat, so dafs dieser zweite Theil erhalten wird^ 
wenn man alle Combinationen mit Wiederholungen aus den Zahlen 1, ?» 
3| • # • • Ar zur {h — l)ten Classe in k multiplicirt, welche Zahl hierbei 
überall die Stelle des ^ten Elements einuinunt« Nunmehr nehme man mit 
ftUoi genannten Formen folgende Veränderungen vor» Statt des ersten 
Eleoaents ti jeder Form setze man t^^ps statt des zweiten Elements /i jeder 
Form setze man (J^ +1)/^ — 1» ^^^ ^^ dritten t^ werde ('i+2))9----2, « 



•• • ♦ 
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statt des Men 1% werde ('a+A'~1)/' — h^i gesetzt» so da&i wenn 

* i • • a • 's • • • • ^Ä 

irgend eine beliebte CcmilHoatioos • Form Torstellt» daraus eiae andere 

*i/^.r('2+lV-l]-^+2)/i-2]..-f(^+Ä~l)y9-A + lJ 

gebildet werde. Hierdurob wird» was Torber die Summe der Combisatioi» 
neu mit Wiederbolungen zur ^ten Classe aus den Griilsen 1»2^3|«.«« k 
war» in eine andere ron h und k abbangige Function übergeben» die dureh 
\^(/iy k) angedeutet werde. Auf gleidie Weise gebt der erste der beiden 
oben genannten TbeHe in '^{h^k — 1) fiber« Ton dem zweiten Tbeile 
wird der eine Factor» der Torber die Summe der Combinationen aus 
k GröCsen zur {h — l)ten Classe gewesen war» gegenwärtig durcb ^{h — 1,/r) 
ausgedruckt s^^ und statt des andern Factors Ar» der überall $e Ate 
Stelle einnahm» mufs nunmebr {k^h — l)p — A-}-! gesetzt werden. Da nun 
mit den unzerfSUten» und den in die beiden Tbeile zerHiUten Combinatio- 
nen dieselben Yeränderungen vorgenommen worden, so bestebt die vo- 
rige Gleicbbeit nocb» sp dals 

ist. Setzt man nun bierin h^s^n^^k^ und vergleicht das Resultat 

y\j{n^k,k) = yl^(n—k,k^\) + yi^{n^k—hk)[(n-r^t)p—n + k+i\ 
mit der allgemeinen Gleichung für die Function (p: 

(p{k,n) = (P(/r—l,/2—l) + (p(^,/2 — l)[(/i—l>-. 72+^+1]» 
so erkennt man leicht aus ihrjsr Identität» dafs wenn für Einen Werth 
von k und einen beliebigen von n 

^{k,n)=^ yP(n — k,k) 
ist, dieselbe Gleichheit auch für den nächst gröiseren Werth von ky und 
folglich allgemein gilt. Nun ist aber 4'i^ — If 1) &o zu bilden» dafs statt 
d^r Combinationen zur (n — l)ten Classe aus der Zahl 1» d. h. statt des 
Products aus n — 1 Factoren» deren jeder =][ ist» gesetzt werden muls: 
t;i.f(l+l)/i-l].[(l+2);,-.2]....[(;i~l)^-/i4.2] 
= r(/i--.l>— 72 + 2]. {(/i-.2)/>-./i + 3]^.., (2/^—1)/,. 

Dieselbe Quantität ist aber oben ssip{t,n) gefunden worden; und dem-» 
nach ist ^(/r,/2)c=^(ii — A-, A) für i = 1» und folglich auch für jeden Werth 
von k» Hieraus folgt abo folgende allgemeine Auflösung unserer Aufgabe : 

Man bilde £e Summe der Combinationen mit Wiederholungen aus 
den Grölsen 1» 2» 3» «•• • A zur (n^^k)tm Classe» bezeichne irgend 
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eise beliebige der in ibr entbalfenen Formen durch ^i./a.^..-^^», 
die Summe aller Formen dureh S*^i./2,r3....f^i, und setze 
(p(k, n) » :2^t,p. [(/2+l)^-l].[(/3+2),i~2J .... [(V»iÄ~i-l)/i~y2+Ä+l}, 
so ist 

b) Aufgabe. Wenn Alles wie Torher bleibt, so soll der nte Dif- 
ferentialquotient Fon X in Bezidiung auf a: aus den suooessiven Differen- 
tialquotienten von X in Beziehung auf y gefunden werden. 

Auflösung. Der hier dnzusdtlagende Weg ist voUitSnd^ der- 
selbe, wie in der vorigen Aufgabe. Man findet nemlich sehr leiebt, wenn man 



MMf äak 

sein müssee Da ^^^j^^^^^^ «n<* folgUch /(1,1) = 1 isf^ so ist 
die AnflosuDg der ersten jener 3 Gleichungen 

und der letzten 

/(«, I») = !• 
Zum Bebiife der AuClusang der zweken zerlege man die Summe der Com- 

binationen ohne Wiederholungen aus den Zahlen 1, IS 3, •»•• n — 1 zur 
Aten Classe in zwei Theile, deren erster das grofste Element n — 1 noch 
nieht enthiät, und folglich ans der Summe aller Combinationen ohne Wie- 
derholung aus den Zahlen 1^ 2^ 3, •••• n — 2 zur Äten Classe besteht^ 
und deren zweiter ein Product aus der Summe aller Gomhioationen ohne 
Wiederholung aus den Zahlen l|2y3y«.««»/i~2zur (h — l)tpn Ciasse 
in /}<*— 1 ist« Mit allen Formen nehme man nun die Veränderung vor^ 
dab wenn 

irgend eine heliebige unter ihnen rorstellti statt derselben 

gesetzt werde. Hierdurch wird die Quantität, die vorher die Summe der 

Cr«Ue*t ionrnal d. M. Bd. XL Ilft. 3. 31 
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CombinafioneD ohne Wiederholung aus 1, 2^ 3, • • • • n — 1 zur Aten Classe 
war y in <^ne andere Fnnetiou übergehen ^ die dtxnltk F{k^ n) ausgedrückt 
werde ^ mid für welche man hieroaeh die Gleicbmig 

F{Ji,n) = F(//,/2— l)+F(Ä-.l,/2— 1) [(/2^^Ä);i + Ä— 1] 
haben wird. Wird hierin h:=zn — h geiietasty und die resuUirende Gleiehoiig 

Riil der allgemeinen Gleichung fiir /.* 

i^ergliehen^ so erhellt, dals wenn Einmal , ncmlioh für Einen Werth von 

k und einen beliebigen Werth von ff^ 

fiji, n) = F{n - k, n) 

gewesen ist, derselbe aueli Cir den nüchst gröDseren, und folglieh für je* 

den Werth von k Statt findet. N'un war aber F(n — ],/i) so zu bilden, 

dafs man an die Stelle jeder Combination aus denSSahlen 1, 2, 3, ••••/z— 1 

zur (/2~-l)ten Claase, d;h. an die Stelle der einzigen Form 

1«^2«3«««« /?— 1 
setzen solltet 

lA.{(2-l,V + l][(3-2> + 2].^..C/i + /i-l] 

welchen Ausdruck wir oben auch c=:/(l«/2) gefunden hatten. Demnach 
ist /(Ä, n) r= F(n — kf n) fiir /r = 1, und daher auch für jeden Werth von k. 
Wir haben also von dieser Aufgabe eine der vorigen durchaus ana« 
löge Auflösung erhalten; nemlich: 

Man bilde die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen aus 
den Zahlen 1,^ 2^ 3, • #^. • n — 1 zur (n — JSr)ten Classe, bezeichne irgend 
eine beliebige, der in ihr enthaltenen Formen durch Ul.U2^u^•^^^Ut^^l^ 

die Summe aller Formen durch X'^^i/i«2/2«<^3* • •• '^n-jiy und setze 
/(*,7f) = 2*-^ i/,7. .[(//,- 1>+1] fiij-2);>+2] ....[(^^^^^ 
so ist 

(_iy-i/(I,n) öK 



• • • • T^ -»_fc.r^ r • "■. 



r) Von allen Wertlicn, die man dem p in den vorigen beideu 
Sätzen beilegen kann, hat für uns gegenwartig nur der Werth /> ^= -*-^l 
Interesse. In diesem Falle ist also dv=sjrdr^ femer 
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(P(l,/i) = (~l)'^M.3/5-...(2/i — 3), 

oder wenn hierin n — m-f- 1^ n^l resp. fiir k, n gesetzt wird: 

Statt 9 wie hier vorgeschrieben wird, jede einzelne Combinationsform 
aus den Combinationen mit Wiederholungen so zu verändern^ dafs zu je- 
der ersten Zahl 0, zn jeder zweiten 2, zu jeder dritten 4 u« n. F« addirt 
werde, kann man natürlich in jeder «inzelnen Form zuerst zu jeder er^ 
sten Zahl 0, zu jeder zweiten Zahl l, zu jeder dritten 2, •••« zu jeder 
letzten m — 1 addiren, und sodann mit dem Resultate abermals dieseU 
ben Yeriinderungen Tomehmen, wodurch ein zweites Resultat erhalten 
wird. Aber eben jenes erste Resultat ist nach dem in L bewiesenen Satze 
nichts Anderes, als die Summe aller Combrnatious - Formen ohne Wieder- 
holungen aus den Zahlen 1^ 2, 3, . . . • n zur mten Glasse« Bezeichnen wir 
also diese Sunmie, wie wir es schon gethan haben, durch ^^Uiu^u^*..^ u^y 

so ist: 

(p(^n-mArlj /i+l) = (— irS'^i(«i + I)(^2 + 2)....(i/^ + /7i — 1). 
Ferner ist in unserm Falle, wo /)= — I gesetzt wurde: 

f(n, /!)=!; 

/(l, n) = 0; 
wenn /2>2; hingegen /(l, 1) = 1, /(l, T; = — I. Endlich wird: 

f{k, n) = (~l;'-*2--*i/,(e/,~2);>3~4)....(w.-i-2/2+2fr + ?). 
Da man aber auch hier, statt sogleich jede einzelne Combination%-Form 
so zu \eriin<lprn, dals man 2 von jeder zweiten, 4 von jeder dritten Zahl 
u. s« f. abzieht, zuerst 1 von jeder zv/eiten, 2 von jeder dritten, •••. /w — I 
von jeder letzten Zahl abziehen, und sodann dieselbe Operation wieder- 
holen kann, vor dieser letzten Wiederholung aber, wie aus dem In K be- 
wiesenen Satze hervorgeht, das Resultat nichts Anderes ist, als die Summe 
der Combinationen mit Wiederholung aus den Zahlen 1, 2, 3j •• .. n 
zur mten Classe, welche wir durch S'* /i ^2 ^ •••• ^m bezeichnci haben, 

%£% ist * 

/(/i, /i + m)=(— ir 2" /, (/, — 1) (/, — 2) . . . . (f » — OT + 1 }. 
Dkne Gleiehung zeigt, dafs nicht bIof»/(l,«) = i»t, wenn Ai>2, son- 
dern dafe allgemein /(«, /i + //») = () ist, wenn //i>/i ist. Denn da jede 
Form /i (/j — 1 ) Cj — 2) . . . . (^„ — m -f 1 ) rewckwindet , wenn nivh« m i n- 
destens ^==2, rj=s3, ,...^,==:m isr, so würde die erste nicht ver- 

31* 
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schif^indende Combinations-Fonn seia 1^ 2 ^^.•..m. Diese kömmt aber 
QDter deo Combioationeo aus den Zahlen 1^ 3, 3, •••• /i^ wo n<^m ist, 
offenbar nicht vor« Dasselbe Resultat wird aber sogleich noch auf einem 
andern Wege erbeltoii. 

Die allgemeinen Gleiohutfgen ISr (p imd / gestatten nemlich in dem 
vorliegenden Falle noch eine andere ^ bei weitem leichtere Auflösung« 
Setzt man nemlich in die Gldlchung: 

<p(k, n) = (P(^-l, /i-l) + ((/!— l)/^—» + Ä + l)<P(*,/i — l) 
/ISS-— 1^ so hat man: 

Dieser Gleichung wird aber Genüge geleistet, wenn man 

setst« Denn setzt man diesen Wertb in die obige Gleichung , so erhalt 
man, dals 

(2/1— 2Ä-l)ltli-i = (2«~2i— l)lt^^+(2/2--*— 2)Jtifc^ 
fnr jeden Werlh von k und n sein müsse , was sich in der That so ver- 
hält, und folglich ist (— l)'-*1.3.5....C2/i—2Xr— l)Pj7-i^ der richtige 
Werth von (f){k,n)^ wenn man nur zeigen kann, dab er es for Einen 
Werth von k und einen beliebigen Wertb von n ist« Fär /r =5 1 erbalt 

man aber hieraus 

p{i^n) = (— l)'^M.3«5....(2/i— 3), 

was mit dem oben gefundenen Werth von (P(l,/i) vollständig fiberein« 
stimmt« Dcnnnach gilt die gefundene Auflösung für jeden Werth von k. 
Auf gleiche Weise geht die allgemeine Gleichung für f: 

wenn /isb— 1 gesetzt wird, in die: 

M'») =/(i-l,«-l) + (^-2Ä-l)/(it,/i-l) 
fiber^ wdcber Genüge geleistet wird, wenn man 

setzt» Wird nemlich dieser Werth in die obige GImchung gesetzt, so er« 
giebt sich, da& erstlich für jeden Werth von k und n, 

(2n^2k—l)PT'^ = (2/1— 2i— l)/^;j/* + (2*— /i+l)*^:'*'-' 
sein müsse, welche Gleichung in der That immer richtig ist, und dals zwei- 
tens, for Zcs= 1^ 

/(l,/i) = (-Jra.3....(2/i— 3)P;'^=i (-l)-»1.3,...(2/i~3)P^- 
sein müsse, was sich gleichialls so verbuk, da wir oben gesdien haben, 



20« Seh er k^ analytisch •comhinatoristhe Satze. 237 

dafc f(^f^) = +h — 1> ^^^ wt> 1^ nachdem ^i = 1, 2 o^er > *-2 au- 
genonmieii wird, und der AusdrudL ( — 1)*"*1.3,»..2/2 — dP^ ganz die- 
selben EigeMohaften bat« 

ti) Nunmdir ist es sehr leicht, den Hauptsatz, um desseu^yiüpu 
wir zunächst diese Untersuchungen angestellt haben, zu beweisen« Setzt 
man nemiich /i— /Ti-f-l und n^t resp. statt h,n io den Ausdruck für 
(P(Ar, /i), und /?, yi-f*^ rcsp« statt k,n in desi Ausdruck für f-Jif /z), so 
erhSlt man 

(p(/i-OT+i,/i+i) = (-iri.3-5....(2m^i)p:;::, 

f(n, n+m) = (-l)- 1.3.5.... (2m^l)P:;^ = (-tri.3.5....(2mA)K7my 

^** ^ (P(« — m+I,/i+l) = /(/j, ;i + m). 

Für den ersten Theil dieser Gleichung haben wir aber (in H, c) den Ausdruck 

und für den zweiten Theil derselben den Aus^lruck 

geftmden. Folglich ist 

S-i/i(i/2+l)(^rf2).-..(w„+/w— l>==2V,(/,-l)(/3-2)....(C— m+^ 

as 1.3. 5.. ..(2/71 — 17/^n+II, 
welches der Satz ist, ien zu beweisen wir uns vorgesetzt hatten. 

e) Die in diesem Abschnitte entwickelten Formeln enthalten die 
Mittel, den rorgelegten Satz noch auf einem andern Wege zu beweisen, 
und obgleich dieser Beweis mit dem oben gegebenen grobe Aehnlichkeit 
hat, so sei es doch erlaubt, ihn in Kurzem anzugeben. Setzt man nemiich 
p=^if so gehen die allgemeinen Gleichungen für die Functionen (0 und 
/, die wir gegenwärtig zum Unterschiede von den Werthen, die wir durch 
die Annahme p=s — 1 eriialten, durch 0^ und/^ bezeichnen wollen, in 
folgende über: 

Die Auflosungen dieser Gleichungen aber sfrQd:( 

/^//^ „\ _ l>3,5,,..(2n-2A r~t)^n^2t _ (-tY'-^ßKjÖ 
^//» N 1.3.5...-(2« — 2;t — l^n'-i (— !r-*q>a,n) 
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wie man sehr leicht aiis Jer Zusammenstelhiog der Cleichuog für $' mit 
der für fj und der Gleichung für ß mit der für <P erkennt. Setzt man 
nun ny/i-^m resp. statt Ar, n in (ty^k^ri)^ und a^m^U /i-f-l reiip* atatt 
k, n in /'(Ar, /i)., so hat man: 

(p (/i,/2 + m; = ,jp^ 1'^^^ — , 

Da nun die mittelsten Glieder dieser beiden Gleiehungen identisch sind^ 
80 folgt hieraus: 

f{r,,n-\-m) == (P>-~m + i, /i + 1) « (— iri.3.5... . (2m~l)P::;r. 
Setzt man aber in die allgemcnnen oben (II*) a, und b.) gefundenen 
M'crtbe von (^{k, n) und f{k, n), p = it *^ ergiebt sieb: 

und da diese beiden Quantitäten gleich sind^ so hat man : 

S»/,(^,— l)(/3~2)....(f«^ OT+1) = 2'» i/|(i/, + 0(1/5 + 2).... (i/^+m 

= 1.3.5. .. .(2/71— i)j^;:, 

welches abermals der in II. aufgestellte Hauptsatz ist, der nun auf eine 
von der Torigen verschiedene Art bewiesen ist, da wir zu seiner Herleitung 
gegenwärtig des in L bewiesenen Satzes nicht bedurften. 

/) £s ist nicht ohne Interesse , zu bemerken^ wie wir hier auf 
Functionen gekommen sind ^ aus denen die Combinationeu ohne und mit 
Miederholungen aus den natürlichen Zahlen, und die Biiiomialcoeffidenten 
zugleich abzuleiten sind, jene, wenn man /'s 1, diese, wenn man p ss mm^t 
oder =: i setzt. Es ist nicht .unsere Absicht, hier auf eine fernere Unter« 
suchung der Eigenschaften dieser Functionen einzugehen; nur dies bleibe 
nicht unerwähnt, daüs es leicht ist, die Function / aus mehreren Funotio» 
nen (P, und umgekehrt , ^ aus mehreren / herzulaiten. 

Wir haben neiplioh oben (IL, <ar. und b.) -^^ aus den suooessivan 
Differentialquotienten 
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dX B*X B^X 



und umgekehrt 

B'X BX B*X . d'X 

f^ *'*• ä?» ^F» "" Jy" 
ausgedruckt erhalten. Bezeichuen wir kurz das erste Resultat so: 

und das zweite, in welchem n und k resp. mit Ar und / verwechselt werde^ 
auf Shnliohe Weise durch: 

Wird nun dieser zweite Ausdruck in den ersten gesetzt, so erhiilf man: 



Die beiden Siiramenzeichen zeigen an, dals dem k die Werthe 1, 2, 3, .. .. tz, 
und dem / die Werthe 1, 2, ....JSr gegeben werden sollen. Offenbar kann 
man diese Betlingungen durch die andern ersetzen, daCs dem / die Werthe 
1, 2, 3, •.../!, und dem k die Werthe /, /+ 1,7+2, ..•./z, beij^elegt wer- 
den sollen« Hiernach hat man: 

1^ = i,S»(-l)*-'^(^,/i)/(/,.*);r"-'>C/-4p. 
Wenn nun enrtlich /=s/2 ist, so ist auch k=,n, und der Coefficient von 
^-- im zweiten Theile dieser Gleichung wird 

Der erste Theil der Gleichung wird also durch den einzigen Werth / = /z 
bereits vollständig dargestellt; demnach müssen alle diejenigen Glieder des 
zweiten Tlieils, die durch die Annahmen /=7l, 2, 3, .... /i — 1 erhalten 
werden, sich gegenseitig zerstören, und daher, da die Function X eine 

beliebige ist, der Coefficient von -^^ för jeden Werth von / besonders 

ssO sein. Folglidi ist: 

für jeden beliebigen Werth von n und jeden Werth von /, der <^n ist. 

Ganz auf demselben Wege erhalt man, wenn man nicht den Aus* 
druck des Diflerentialquotienten von X in Beziehung auf x in den /iten 
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DiflPerentialqiiotieiiten ron X in BessiehuDg auf ^^ sondero umgekehrt den 
Difterentialqaotienten von X in Beziehung auf y in deo ntea Differential- 
quotienten Ton y in Beziehung auf x substituirt, dafii : 

f»(-W(2r,/2)(D(/,*) = a 

für jeden beliebigen Werth von n, und jeden Werth von /^ der <[/i ist« 
Giebt man nun diesen beiden Gieiohmigen dfie Form: 

/ (/,n) = y (n.l,/i)/(/, n-1) -iP(«-2,n)/{/, 11-2) +7)(ii-3,n)/(/, »-3) -...+ (-lr^^^(/, /i), 
y a«) = / (ii.l,») V(i, n-l) -/(n-2,n) y (/, n.2) +/(n^,n) (p(^ 

60 zeigt die erste ^ wie / recurrirend aus (p, und üe zweite^ dab ^ auf 
dieselbe Wdse reoeurrirend aus /zu bestimmeD ist»— Oa(s dnige der 
hier entwickelten Resultate auch einer r^ analjtisdien Anwendung nicht 
entbehren^ werden wir bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen versudien« 
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Anaijsis aequationum aliquot, functiones duplicis 
argumenti (Xfy) determinantium, videlicet 

!• (*> (r. £)) = ((^9 y)3 «), 

n. (x, (/, «)) = (y, (y, x;)>, 
m. (:r + y, «) =: (ar, (y, «)i. 

(Auct. Coro/o Jo^ Ds. Hill LiHid. Golh.) 



L Aiialjsis aequationis (ad fanetion^s F^ / determinaii- 
das idoneae) 

ironatur f^^y^rzp^ atque pz = yi eritque F^^^sl F^z. Qaae aequatio 

dSfferentieCiir secunduni y ei z^ qiio <rf>tineatur 

h F^if.dif = F'Pz.Bp^ 

y y 

2. F^(f.8(f = Ff« (positis 8i.-iÜwt ^^F^zzszFpz, SF^z^F^'z. etc.). 

Erit igitur exhino df.F^zssdf.d^.Ffjsszdf.F'f^z.dp^ ideoque 

y y - * y 

df.F^z^=Bq.Bp. F'^z. Habetur vero itidem ex modo poeitu d p ^^ffr^ 
r ' y y * 

df=ipyz atque dy=/^«; quibus suffeetiB aequatio iotc^randa erit 
y * 

f^yz^FPz^=ß^z.f^y.F'Pz. lam vero y quanlitas est arbitraria^ quae 

GODStaDs haberi seu s=s c poiii potest; quo facto -^ seu ^ aperte fmo- 

tio erit ^eioB z, quae =9i« ponatur. At etiam tum /fc i|>9iu8 p est 
fuDOtiOi quandoquidem /' c SS ^9 ^ ideoque tum x tum f^c buiusmodi est. 

Pooaiiir igltur /*y=/fc«— ; et ita nostra aequatio erit 

^iP.F^,z'^q>tZ.F^^z^ seu i^.p.SF^^^z.dF. 

Quae igitur ex regulis uotissimis inte^rata suppeditat 

F''zsszFs=z^\(pz'\'yl^p), seu etiam <l>(i^«) = ^Ä + V^/>, 
Hinc vero elucet^ fimctionem quaesitam {F^y) separabilem esse, L e« 
^usmodi ut simpUci ouidam functioui ($) subjecta quantitates ipsius arbi- 
trariae separatim exhibeantur (sub forma uempe ^(F'y^ zsz^^x-^cpf). 

CfWt Journal d. M. Bd. XL ESu 3. 32 
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Patet vero, propoBkam functioDum formam» ejusmodi fuDctionem sepa- 
rantem (^) locum baberi^ semper tartaturam« 

Quod vero ad fiiuctiönes substitueodas {p et f) (seu f^y et A«) 
afttmet^ et hae efiisdem iodolis inveoientur. Qiioniam entm F'^j = Ff'z, erit 

Hae igitur aequatione seoimdum ^^ y* et ;s diSereDtiata, obtinebimus 

y r 

««qw^ 3. df.(p,f = (p,t. 

r 

Fimctioiiibus igitur <Pip et ^/if eoL aequat# (1.) et (3.) elicltis atquQ.in 
(2.) subBtitiitiff^ habebiminr 

Sq dp: ^ fix, r^y 

quae aequatia,^ cum ;r et z arbitraria sint^ haudquaquam aliter subsistere 
poteat^ quam ut utraque ipsius pars eidem ipsius y functtoni (ex. gr. 
^= Xi y) aequi?aleat. Habemu» ^itur 

cq.(p^Z^=: &(f.Xiy et dp'.4/ixz=z dp.Xiy; 

y « y X 

indeqiie integrando fs=:Q(sPz + xy)9 «tquö' p = P(\//jr-f Xy)» exisistenti- 
biis P et Q ffraotiouum arbitrariarum sigiiiB» 

FuDClioDes igitur p et f ideoque et / ejusdem sunt formae ac F. 
Vt vero bae accurattua defibientur^. yalores jam obtenti in aequationem 
primariam F^f^FPz(nen F^ifyz)z=:F<f"y^z) subBtituendi sunt; quae 
operationi ^ subjeota in baue migraf: 

seu »ubstitotioue simplici effecta 

Po«iti« vero ^Ox^X, <pz=iZ, xy=^T^ X'\^T=^ür Z-^YsstF, 
<p{()r)^nv et yp{PU)^GUy erit ita X^HF=^GÜ+Z, ideo- 
que dlfferentiaiido secundum X et Z^ i^s^Gil/y et H^Fsszly iterum« 
que in dU et rf^duceudo et integraudo GUssilT^ay et HF=F + b 
(seu ^pPU = U+a et (p QF=z F+b}, ideoque 

X+F+b r=zü^a^Z^ 
seu 
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quae aeqoaiio bene sibi oomtat^ ü bsszn 'Sunutur *). Quoniam igitar 
^Pu^szu^a^ et ipQt;s=:t;+(flf, «runt Puz=:^l^^{u^a) et Qv^^qr^{U'^\ 
aeu funetionea P et Q JQrenat {pnriiiii t^ et ^ ^ si eonst« « es aeoipitiir« 
EritigiturP(%pa^4^y)«r^^(x^jp+%y+a) aen /^s^-V^^jr+xy+a), 
atque flimiliter 7«3^^(^«+%y4-«% ^^ valopei oniTersim aequatioai 
F'f^F^x aeo ^4r-f-^7aB:.:i^/»rH9^ aatfofaciunt. 

Sin vero praeterea jubetur, ut pssf'y et tf^spz i.e.j^ eadem 
ipsorum x et y^ ao ^ ipsonim y et ^^^ sit funotio; fai^ile demoDatratur, 
fuDCtIones (px et x^ non nisi coostdote a se ioTjeem diflferre posse« Quo« 
Diam enim 

/*y = ;l=s^^-'(^//:r-Hiy+a) et /yx = 7= (pr-^(<Pz+%y + a), 
ideoguei 81 in ultima y et x cum x et y oommutantur ^ itidem 
f''y=:(fr\(py^Xa:^a)9 erit ^-*(v^ar+%y.+ ff)=:^-'((Py + X:jr + o), 
qualiacunque jt et y iuerint» , Jam .TerO| funotionibuB 4^, x et <p vel di« 
venisnmis exsisteiitibus ^ y obiter ita in jp exprtmi poterit, ut umvArsini 
nt A//ar-(-\//yi=^y+X^» ^t tarnen utrafpie bujus aequationis par« ar*< 
bitraria et e%. gr. =« — a* Quo faeto erit \lr'^ u ss: tp"^ u ^ quod = z; 
ponatur^ unde et inverteDdo ^ypvsssuzsztpv. Patet igitiir^ univemim fore 
functiones <P et -// easdenii aieufi et ipiaram invenas \//^^ et (P'^K Sin 
Fero f uuctio ^""^ u ejus fuerit indolis^ ut ^"^ (i^ -)* c) ss ^ i/ nit, exsistente 
€ oonatante determinato; tum aatie erit ^l^^u es 0-^{u'^<) tau etiam 
%p-^'ci s ^(11-4' ^0> esaistente n numero integro; ideoqae, ri hoo 8ssf> 
ponaturi erit iuvertendo ersBi^tiss^ipi; — ;ic, idauque funotio \// tantum 
aomtante a^ dilTeret* Ejuamodi yaro funetionts (p"^ iadole posita^ uni« 
Tanim ex aequatione 0^^n ss (fr^z oonekiditur zmzu-^ moj e:i:iiistente m 
ntamero integre. Erit Fcro es: aequatioiubiia paulo ante positis 

(P^\X3c^(Py+d) == ^'•^(^//x+xy+c; 

*) Haue analyseos partera aliquaolo simplichis abaölremons , ai propoauissemus 
hoc Ltenina, ex Calculo functionom hauriandam: 

„Si X+/(y+Z)s=Z + FCy+X) foerit, erft 

X SS — X+ CiT 
c, 

•t /ttaBBe,w+CT + C/„+ — (c,,+c!,) atqua Ftt = -^«+r^;" id quod facila de- 

c c 

nemtritur. 

32* 
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ideoque 

liaecque siequatio jam pro Taloribua quibwiria ipsoram x tt y valeC^ id 
quod Ken aequit^ nisi utaimque membrum oonatens fueriti er. gr. = &• 

oum \l/xtsz(px-^ne A. Poneodo yero x looo q^aiua y^ erit eÜam 
X,x=i(px+b^^mcs qiiaM numeri iutegri a et u» aequalea aiat neoeaae 
eat Srit ^tur demum 

l4^X9S^ (fX Äf, 

atque 

f*yas (p-'((Py + (px— /ic + Ä + i) 

aeu Z'y^./.-Hi^ar + .Py+fl + Ä) 

atque F'y«0-*((py + (Par~/»c> 

puae quidem aequationea genuinam problematis noatrae 

F-{pz)^F^''y^z aeu ^X^,/(y, «)) = #'(/(^, y), a) 

solutionem exhibent. 

Hoc voro taatum addimua^ ai itidem requtreretur | ut funeiionea F 
et / eaedem forent, a-^-b zsiO et ^=s^ ponendum eaae^ vel salteofi 
©-*!/ 3fs (p-*(i/ 4-a+6), quo facto F*^y=(p-H^y+^^— ^^+«'+^) ==/^y 
erif, Ätque/(jr,/(y, 5;))=:/(/(jtr,y),«), nt requiritur« Hie vero caaoa jam 
a cel. Abel in hujaa Diarii T« I. p. IL ita pertcaotatua eat, ut abnol 
fix^fijf^j) symmetrica Coret funotio; id| quod haud <^pu8 eat, ut irimilia 
aolutio obtineatur^ aiculi ex preeaedeoti aoaljsi patet# Haec ahera eemdi» 
tio oocurrit in problemate aequente* 



II« Analysis aeqitationia 

V{x,1l{y,z))^F(yJ{x,z)) aeii (x,(y,z)) :=^(y,(x. z)) 

functioues F^ f^ F^ f seu solummodo funetionem dupli- 
cem {Xf y} determinantis« 

Pooatur l(y, %) s= (y , z) =:: p^ af que f(x, z) — (x, t) = ^ seu = f «, 
et difierentietur aequatio data {x, p) ss (y^ ^) sectmdum y et z; quo fecto, 
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F P Fl . 

Jam vero habeatur z consiansi eritque x s=:(yt;)^^ ^ **)^ ideoque et fi (=9^ z)y 
fuQCtio soliiiB 9f quam posteriorem per liBQ designemus; aec non erit 
Pixp^(j=ip{zip^^z) fiinctio solius y^ adlioet ssl:djr« puare et aubstitu* 
tiooe rite eflPeota 

7 V 

ideoque iotegrando (y, 9) = f(I^+Q). Similiter obtiiietur (jc,/>) =:/(-X+-P)> 
existente ^ functio solius x^ atque P soUus p, indeqiie aequatio proposita 
suppeditat f(jr+0) =:=:/(X-|.P), ideoque, si fu=:^fFu est, et funotio f toi- 
Ktur, T'\'Q:=^F(X'{-P)y seu in signis separat» 

Ponebamus ?ero ;& constans, et ^^'^ '^^o? patetvero hanc aequationem 

pro z variabile etiam looum habituram ^ dummodo aequatio 7 = (x^ 1;) ia 
subsidium vooatur. Haee vero conditio (unctioncs p ^t f determinat; me- 
lius tarnen aequatio praeoedens hoo adjuvat. Istam enim secundum x et 
z differentiemus ^ eritque 

Sir{x,z)=z(p,x.F, et B'ir(x,z)=^Byp(y,z).Fry 

X XX 

posito scilicet F^ loco ipsius F^u seu BFu, ideoque |-^s=s ^ J^'^ > At 



^ * ne- 



^(=i^(ap,Ä)) ipso y caret, idt^oque et 3^ f utut =^|^.<pi.r j careat 
oesse est. Sit igitur B\pz=z BZ (=zXi^^=^ iunctioni solius z)^ eritque ia« 

tegrando 4/ssLZ + y^.^ praetereaque, cum jam ^ = X^ sit, erit simul 

z 

irms'i^(Z4'(Px)y tdeoqne nostra aequatio modo exhibita in baue migrat 

0/ + *(Z + (P:r) = F{(px+Z+r)y 
wuin (I>v + ^/=^y + Jr), posito y'=:(px + -gr. 



••j Poninius d [oc, i) z=z(x,z). et i^(x, z) ^sz (jc, z)* 

*♦) Si fuerit q = '^^r, 5) sea = fjc*,)*, erit nobis retro (reversiin) « = (a?,)-^/j sen 
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Haec irero aequatio teoun jluin Lemma wbjunetmn ^ suppeditat seorsim tum 

^ y' =: c . f '+ ^f atque Oy ss c JT — c,^ , tum Fusi^ifUr\- c, — r,, , qiia aequa- 
tione fuoctio F t>inoino determmata est, siout ^ et <^ auteoedeBtibus* 
Jam Tero resfituamus 0^4*^// ^ locmn ipsHis cJr, et ponamua Z^^^xz^ 
eritque uostra aequatio 

«onanino iitenlioa ; quare nostra analysii iHMie fibi eonstat« 

Vi Tero omuibus numeris abtolvatur^ vesti^^a jam penragata iteirun 
et quidem pauIo accußatkis premamiu. Uabuimua igitur (y^f) ssf(l^+Q)> 
(x,p)^fiX+P) atque iy-^Q)^F(X^P)^ posuimusque tum Jr+(? = 
^y^1[^(ap,«), tum ^4-'*=^^^+^(yi «)j nempe acparatim J'r=Oj|r, 
(^8s^(dr^t^)y quae et s:(;)(^)s=: functio qisius 7 Mt^ itemque X^=z(Px^ 
et P = A^ (y, «) ^= P(p)' At ifiTeoimus 

atque 

^(y>«) = ^ + ^^a;«+*^^^^^ nee non Fu^ou^c,^c„. 

ideoque f i^tf =/«» »eu f (c a + ff, — c^,) ss^fu, qaare functlones f et l non 
nisi coustanfibus argumMitonim differunL ErU praeterea 

^(y) = (^Kr» -) =)%s+ ^^', et (ob *(*, *) = P) 

ideoqae invertendo /» «eu 

Ov«)«J>-«(jjx+*2±fL'), 

*) Lemma. Si fuerit y4.XÄF(V+X), «einpe YäTm ef A'asX^j 
(i.t. r «t y ftinctiones soliiis y^ atque X^X fiölius jt), erit YzsioY^^^, 

DiffefMtieinos eoim serottdam o^ «ty; hababimvtqve F,.df^ssiBY,F^ d^^djt, 

S Y S JC 
ideoque — ^ ss — ^, id quod absurdam est, oid atraqoe par« eidem coDStanti (c)* 

d Y v 3C 

aequetur. Erit igitur dXsscdf, dJ^sscdX, ideoqua iAtacrando, Y::scX+€, 
atque XsszcX^^c,,. Posito vero X-f-Vs^sK, hiaque valoribus in aaquüionaiii da- 
iain iptroductid, erit Fr<=:c V4-C/-f»cX4-C//S=«tt+^/+0/* Q^E.D. cor. Si fuerit 
i{Y^X)s^f{Y+X), erit r=cr+c?,, iascX+c,/, ••que/u»f(#»+rrf c^) 
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posito Bcilioet P^^P{u)zsiUf et similiter 
aimulquey substitiitione effiNTta^ 

seu (ar,A>)= f(^0!Px+:c«) + <&y + c,). Erit igitur^ his valoribus intro- 
duotis^ ipsa aeqiiatio ab initio proposita rite resoluta haec: 

quae aperte beoe sibi oonstat* 

Ponamus vero <!>y + ^,;^ = <? • «y^ c,^=:ce, Q^=zc,^e/Qfy eritque 

atque 

F(x,/>) = 0»?,;^) =^ AP^+Xz+8y) ^ f{(t)x+P,^,) , et 

Omae& igitur hae funetiones eadem forma gaudent^ ao p (= P^ C^ ^ + ^/)) ; 
quare et eidem aequationi differeDtialr satisfaciant , necesse esU Quam ut 
iDTeniamuB^ diflEerentiamu» aequttionem P^^J^^=^P'\xz'^8y) secmidum z 
et 7, habebimusque p' = «i y • PfV />/ = aSi « •'^rS Weoque />' : /t?, ä ^^j j^ : ;fc^ c 
seil L/>' — Lp,ssL8iy — I^Xi^^ Knt «gitur, nova differentiatiojie iMti- 



j^ 



lata, d dLp'^BdLp,:=:Oy «eu d^^d^, tandemque 

yx yx *PyP' 



,;>/' " 



- P P/ „ p/ P // — P// p/ 



qnae qnidem univemlis est conditioais forma modo expetita, ouj omnes 
ist«« functiones y», 9, r(=i(x,p)\ et s(=(jf9)) aecjue satisfaeiunt. Haec 
de resolutioDO universaU jam suffioiaut^ 

Sin vero ia aequatione ab initio proposita unam eandemque ubi» 
qite volumm functionem, ex. gr. (x,p)rsf((px-\-y^p)=iF(x,p)f et siau- 

liter (Sr9)'= ^'(y» 9) etc. ; erit (y, 9) =* /(<P y ^-^/' 7)» /> = (yt«) —f^yV'-^ -)# 
atque ff = (JF,i)=/(^x4-^f's); ideoque hoc ca»u aequatia data 

/(?)je + ^P/((P y + ^^ s)) = /(<Py + 4- A?>* + '«^s))* 
Jan» T«o in hac eum ipwus s ponamm valorenr, qui v« =* eiHdat, eritque 

ideoque ex cor« Letnmatis modo detcripfi tum 

/«=/CcK-h(?, + tf„), tum ^S<^x^^c^v^r<:„y y/<Py — -j^ (?>/—*'/)» 
sea (ponendo soifioet modo (PxÄir et modo (Pyssu) 
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iä qaod uon fx>nyen{t nisi (uerit e?^ s 1 et c^, ss ~- r^ : c ^ ideoqiie atit 

/« = /(ö + Oc,), aut fu^f(2c,--u). 
Jam igitur , si €^ ss 1 ftierit, /ii onmiiio arbitraria manet ; sin vero c = 
— l,c, ex indole functionis / daterminetur neoease est^ auCiiaac ipaa cor* 
tae Sit indolis. Poaito rero fu^s^v^ ertt luvertendo 

n3=/-*i;, et 4yi;ac=^/-*t;— ^ aut cf^^v^c,,^ 

ideoque ^^ _ c,,— /-^or aut .//a? = c„+/-*a?, 

L e. "^x noQ niai eonstaote ab inversa ipsius fx diffart| ideoqae erit 

aut (coostattte aeüicet c in funotione P oomprehenso) 

fuRCtio duplida argumenti ubique eadem (F) , aequatiom datae 

(j^, (r^ -)) =^ (r> c^^ «)) MW H^.nyf^))^nry^{^f^)) 

satlsfacieM. 

Ipsa vero aperte syimmetrica evadlt^ ponendo 

(Px=./^*jF, seu (an«) = ^(^x+^« + 0; 
qtii est oasuB jam ab oel. Abel pertractatua« Geaeratim vero ai dantur 
ftiactioues (argebraicae vel transoeodentea ) , Cx, p)f (x$9)f (xpz)sszf^ 
(y^z)=Pf aequationi datae (xj p) :=^ (^y^ f) vel etiam apeciatim diflPeren« 

tiaU isti F,\(f\F/'^F'\F/) s r\(F,.F,/^F„.F/y 

satiafacientes (ubf F u&ius oujoaque looum tenet)^ tum dantur fimationea 
(^i'^)) quae harum argumenta separant^ nempo ejuamodi ut univeraini 
[T(F(.r,j'))BB:^jr^%//j Bit. Haeque ex forma spedali fiinctionia F iaoile 

determiaantiir« Est aoilioet (Pi x : vpi jr =: d F : d F, haecque pars dextra in 

« r 
factores separates XiY necessario resolidulis, ideoque ^x s:^ efXdx, 

atque ^yisszcfYdy, Res igitur maximi est momenti^ ut perquirantvl* 

funotiouca algebraieae vel iranscenJentes notae F(py^ etc.) isti aequationi 

differeutiaU satisfaoientes, seu biric 

F,.F\{F,.F/'—P.F,/) = F/.(F,\P^^F'\F„% 

cum ita indoles novarum ibrte funotionum integralium peritoscatur« Non« 

nullae algebraieae jam notissimae sunt« 

Praet^rea vero menrafiusy ipsam formam propositam ad fonotionea 

iferatas pertinere, Si enim ftiwit data iiinotio/^=fa,ar) ^Ex. gr, 5s kT^^j i 
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fr ^ r 

ejusque tterata /''jr = (a«:r)y proTenlente BCtIicet (a) functlone fpsorum a 
et r in locum constantis datae a^ erit ex iodole harum functiooum 

A/" *)=/•(/' ar), seu (a, (i :r)) = (c, (i ar)) ; 
cpiae quidem aequatio istii» ab initio propositae formam omnino refert« 
QuoniaiD vero ubique eadem sit^ haeo ex modo traditis ita resolvitur: 

Neo iDfitSas ibSmus^ nobis praeBens problema ex ipsa iterationis theona ih)«* 
cqrriflae; in qua (mox edenda) ostendimus^ quam affiaes functiones itera«* 
tae eisi qiiae secundum hujusmodi formulam (()F(x,y)7=^<f>3p'^(()y ad« 
duntuFi sint) et quomodo utraeque quasi unam eandemque lamiliam oon-* 
atituant. Ex problemate functiones dupliels argumenti iteraudi simile pro« 
blema functionale e)icuimu3^ nempe hoc ( si / est functionis cujusdam sig- 
num^ aicuti {zyX^y), eto«): 

cujus analjrsin perquirendi potestatem et gaudium Lectori di^ctissimo re« 
iiuquimus. Quomodo ex hujus solutione Tbeoremata maximi momenti^ 
tum functionum duplicium et triplicium indolem illustrantia ^ tum aequa- 
tiouum difFerentialium inseparabilium integrationem subministrantia^ elician- 
ißt^ olim dooebimus* Interim functionum, secundum unum argumentum 
iteratarum^ analysin breviter Jam subjuogimus in Problemate UT. 



III. Anal^sis aequationis functionalis 

f-^z ^f-(fyz), seu (x+y, z) == (x, (y, z)) 
quae indolem functionis Z"^;?, ex itoratione ipsius fz or» 
tae^ uniyersim exprimit* 

Ponatur p=:pzi=(^yj p)y eritque aequatio data (op +/, z) =?= (o?, p)^ 
quae^ secundum x mi y separatim differentiata i praebet 

(* +r) = C^> P) «* = (^> P) • ( A ^) j ideoque ^^^ = (j, z). 

1 

lam rero x pro oonstante babito^ erit^ ob p=^(yf z)^ (v^^) funotio quae^ 

dam ipsius p, quam per -r-p insigniamus; hahebimusque '^( — \ = g^, 

p ' ^ 

ideoque 9 ex regulis notissimis iotegraado^ (^;/^) = ^(^ + ^)» Posuimus 
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yero 6;> = d(j^,t;)sr (j,«)sä ^j,f ideoque dp.dPssl, iudeque dp^dP^s 

y r ^ ^ 7 p y V 

djj et integnndaPsv+^f exsistente Z=s Z^«), \. e. fiincttone ipsiiift «• 

Erit igitur (ar+7, ;c) = (x, p) = (D(;r +P) seu (jr+j^i «) =» (P(x-f y 4-^^,)), 
ftiout (jcry/')ss(P(x+J^(p))« IJt yero jam bae fimdiaiies eaedemsbt, nihil 
ulterius requiritur, quam vXZ eadem iptius z sit fuffctio (vj;) aö P ipsius /i» et ita 
{xyp) — (^[x'\'^p) atque («•+>', «) = (p(jr+:r + i};^)=:(p(x + -i(y,»)). 
Jam vero, si (P(ü+c) = ^ii fuerit^ erit iK7> «) = rc-4.j4*4^*i ^ *■*" 
vertendo (y>«) = vj;~^(rc4-J + 4^*)5 exsistente n numero integro. Prae- 
terea si obique unam eaodemque Telis funotionem (sicut et aequatio 
/*( f'* z)=zf^^r(^z) jubet), sit neoesse est (P(5ss \p"* i. e^) ipsius ^\f iu versa, kteoque 
frz = '^/-'Crr+j-l-^;«) et /'/e>= 4;-*(rc +x+^\fp) = '4>-*(2rc+a+>^+;V«) 

atque /'"^^^ = 4>'^(^^ + :r4-74"4'^)5 bisque formulis^ quae aequatitmi 
/''+> 5; ^^f'p ab iaitio propositae satisfaciunt, si vel cs=0 fiierit vel vp (• + rc) 
= *4^</, problema nostrutn solutum est. Hoo et ita uobis adgredi licet » ut 
X et y jam ab iuitio permutemus ; quo faoto ia problema IL incidimM^ 

quod solutum praebet /^> es f ((p a -f- f '^V) > uode solutiones utrasque com- 

parando^ (Pa s=s rc'^x obtinetur. Utrasque formas junctim la usum vocando 
analyviD aliquanto simplicius absolveris. Quacunque vero via iogressus fuerbf 
semper ad eawlem formam resolutam pervenies^ nempe f'y = ;|;'^ (x •(" ^y) i 
quae docet, partim functionemiteratem /^jr per simplicioren] )\fx ejiisque ia- 
versam x^T^x^ easque uoius argumenti variabilis sicuti funotio iterata simples 
f'y seu fy, semper exprimi^ — partim^ dari funotionem \[;, quae ai|^meiita 
iteratae separet^ scilicet praebeat 4^/^/=^4'4^/9 V^^ ^^^ '^ ^^^ calcoB 
analytici ambitu maximi est momeDti. 

Poneodo ar = ip//, et f^y = f^^y a= g^y s= z^ habebiBMis 
^(g'^'y) = *4^^ + 4^/9 iudeque videmus^ funetioDea 4^fi et 4;/ invicem sibi addi 
posse seo in uoicam ejusdem generia fonctionem }\fz colligi^ sicut trigonometri» 
cae et ellipticae. Et vice versa demonstrari potesf^ has, jam ob insignem bane 
proprietatem clvitate anaiytica donatas funotiones, revera ad iteratas pertioere. 
Haec res multaeqne aliae in causa fuerunf , cur jam per mukös auuos siognia* 
rem funottonibus iteratis dedimus euram^ doctrioamqoe^ quam de ipsis oom- 
posuimus, olim publici Juris faciemus# Praecedens analysis osteudit, et alias 
fuBctitfnuia formas buc pertinere« 



22. Hi//, dt faeiorikus numeromm compcsitcrum dignoscendis. 251 

De factoribus numerorum compositorum dignoscendis« 

(Auct. Carolo Joh. Di> Hill honä» Goth.) 



1q elementis Arithmetids modus ^ quo faciom 2, 3^ 5 (interdmn et 11) 
ipsorumcfiie potestates elioiantari satif expeditus edooehir« Factor vero 7, 
quamquam simplicissimus^ plerumque^ defectu regulae commodioris, omit- 
titur» Hano igitur elementorum laounam expleturi^ modum G. W. Krafti{ 
(Comni* Petrop, T« YIL) elaboraotes, alium^ ad faotores quos^is eruendos 
aeque proficnim^ cujus alter casus quasi hujus inTersus est modi^ jam duo- 
bu8 abhino annis invenitnus^ quem breviter demonstrationibus omissjs (quo* 
niam doctores has faeiUime mveDiunt^ et nobis otium rem tarn fuse ex« 
j^ioaBdiy ut discentibus elucescat^ desit) proponere lioeat» 9^'^°^^n^^™ ^^^^ 
jioster modus unico superstruatur fundameuto, tarnen ob commodiorein 
usum tridivisum exhibere Ueet^ lo nnoquoque vero casu numerorum auxi- 
liarium iudigemus, quorum inveniendorum modum postmodum trademus« 

L Primus operandi modus hoc signo \a.) vel (a.) de« 
finimusy ubi a et v numeri sunt auxiliares a supposito factore (p) de^ 
termiuati; quorum v iüdicati quales in classes distribuendus est numerus 
datus (iV)y qui^ num ex (p) componatur^ perquirendus est; seu potius, y 
dooety nuip IV scribeudus sit vulgari modo decadico seu in systemate arith* 
meticp numerando , cujus basis est decem ( quo casu v = 1 ) ^ an in illo^ 
cui est basis centum (quo casu v= 2 5=11)^ an in miUesimali (si v= 3 
frei potius ==III» quoniam numeris romanis ipsum v insignimus) et s« p. 

AUer vero auxiliaris {a) constans est factor in primam sinistrarum 
olassem ducendus; quo facto^ prout Signum 4~ ^^^ — super {a) posito ju* 
bet^ productum ad classem sequentem addeudum vel ab hao subtrahen- 
dum est» Jam si ipsum (a) satis parrum olectum est^ ita exoritur nume* 
rus ipso TV minor; hacque operatione saepius repetita^ habebitur nu- 
merus (n) vel ipso p minor vel tam parrus, ac hac via haben possit, qun 
fiiolo faoÜe aliquo modo dijadicabitur^ num hie numerus (n) per p divida- 
tur neo ne^ indeque idem de numero TV arguetur» Omnes enim huc spec- 
tantes regulae eo redouut^ ut loco numeri majoris dati N proveniat minor 

33» 



252 22« H«/l, de factorihus mimerorum composiiorum dignoscendu* 

{n)j qui oom dato (N) secuudtim divisorem (modulum) (^p) coDgruum sit« 
Hie modus haud melius eiiplicatur, quam ipsum ad exomplum applicando, 
casu y K i ^ quo quidem divisioni vulgari simillima nostra haeo est opera« 

tio v^*)^' ^^ eoque hac tanto faciliori cpjod quoti ziphrae non quaeren« 
dae sunt sed jam in prima quaque classe dindendi (IV vel iV^} exstaut» 

Sit Ex. h gt. 0=3^ ^ = 1) ot 2V:=z Tllj qui numerus operationi 3. sub* 
mittendus est, quam in schemate a latere apposito 
jam absolvimus. Sinistra sc« ziphra 2 absdnditur, 



ipsaquo pro prima in quoto habetur^ exsistente 3 di« 3.) 2 77 

risore et 77 ( residuo ipsius TV ) dividendo ; quare ' o| 



7 — 3.2s=: 1; deinde idem cum novo residuo 17 per« 3) «^«17 

fioimus (7 — 3.1=4), et habemus factum (vel hoc /«_.|3^«\ *~4 
casu residuum) ultimum =s4, quod si per 13 (quem 



(1 



— I 



factorem per 3 . recognoscimus, ut mox videbis) dividere liceret, et iV(sr 277) 
per 13 dividerecur; sin minus, idem residuum (4) subministrat« 

Similis omnino est operatio (a.), praeterquam quod addendum sit 
productum, quod modo subtrahabamus« 
Sit £x» gr. Numeri iV, y, a 
I, ac in Ex. pr* eritque 2#3s=6*, t * 



7+6* = 13; 3.1 = 3, 3+3=6; 
3.6=18, 18+7=25; 3.2+5=11, 
1+3.1=4, =;V^ Patet vero opo- 

rationem 3. repeti posse, donec 
factum ultimum <C 10 sit; Ex. gr. 
cum 7Vs=: 99. (Hoc vero casu justo 
laborosior est, quia numerus (3) 

cum exponente ( I ) iu forma (3 .}, 
quae ad factorem 7 pertinct, optima 
haud sH electus.) 

Casu iterum y=:2, operationes a. et a. eundem in modum ae a! et o! 
instituuntur, praeterquam, quod zipbra sinistrarum prima Tel duae priores 

^) Ad ip&um Schema comptoodum factorem (pj, qui xiio calculo elidatiir ex 
tabula dd fiucm expUcata ?t suhmncta excerituin op;^i tiitn^iS, 



V, 2. 


Ex. 3. < 


z. 


£x* 3» h. 


2|77 
• 6» 


2.') 3|7 
• 6 


7 


3.) 9 9 

27 


1|3 
• 3 


1|3 
• 2 


(/•=7) 3|6 

9 


6|7 
• 18 


5|7 
• 10 


1|5 
3 


21 5 
• 6 


1 7 
• 2 


8 


1| 1 
• 3 


iV's= 9 




^'= 4 









-«» "f»« -■ 4-, 



22. Hilly d« /aetoribiis nuKfroi-um contpositornm.tlignvsceKrii: 



253 



abfNsiodantur et ia (o) ducanfur, botnmqae cum duabus proximls per ± 
Iniigtttur. Ex gr. v = 2, = 3, iVs= 99231. 



Ex. 4. 

ä'.*) 9|92 
*-27 



31 



Ex. 5. 

3.) 9192 
• 27 



31 



6|d3 
•-18 

3{51 

(/»=io3) . ':::? 

iVtsB42 



11|93 



i^jihi 
(^=97) +^- .>';: 

iV^!>7 



(Coinputus Ex. 4. 92—3.9 = 65, 53 — 3.6 = 35, 51 — 3.3 = 42.) 
It. v = 2, « = 2, iV = 56789. 



Ex. a, 

T.) 5! 67! 89 
• 10| 



Ex. 7. 

2'.) 5|67 
' 10 



98 



5{78 
• 10 



6189 
(/»=17) 12 

77 



7(78 
(/,=7) '±^_ 

9|29 
(;»=49) _18 

47 



Ex. 7. a. 

4'.') iV5|67l89 
-20 

4f78 
-I6_ 

6129 
-24 



.±ni, 



(a .} N etc. ; quare nonnuUa exempla apposuisse 8uffi<&t : 

i = III (= 3), a = 2, iV = 20641462357. It. IV = 1821634. 
Ex. 8. Ex. 0. 

2'.") 206| 414 
V^-412 



Ex. 10. 



62367 



+ni 



2.) 206 414 
+412 



62357 



36 



" 261235 
"v^ -52 

(/)=167) 11837 

836 



82 662 
^164 



821635 

^ 164 



2.) 18|216 
^•' -36 

181036 
(/»=t67) ^ -36 





It. » = 4, a = l. 
Ex. 11. 

t") 1598| i817 (=/V) 

-1598 

(,,=73,137) 219 



(B=499) 71907 

llOU 

+ 1" 

2.yV = 13 



It. «=5. 
Ex. 12. 



*-irr 



3.) ishie 

"^-54 



36 



l6|236 
(y»=Bl7,59) ^^B^ 

188 
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f^y 



Aot. Ad operationein \a.) observandum estf prima classe in (a) 
ducta secimdam siiperante^ vel mutuaudum esse p vel hujus multiplmn, 
vel a prima classe , quantmn su(lficit| deirahendum^ ipsumqiie (a) tan* 

tum iD residuiim duoendum» Sie pro (3.)41, exoritur^ looo l—^S^^^ 

10+1—3,(4-1)= 2 /nempe s!) 4| l^j, vel etiam (cum /> = 13 sit) 

1+13 — 3.4 = 2, — Cum vero v> 1 fuerit^ huic inoommodo etiam eo 
medetuft quod prima classi« non v^ipbris, sed tantum y*— 1 vel v — 2 etc., 
donatur, ut in Ex. 4^ 5, 6^ 7» 8, 9 ^ 10» 1^ jam effectum est. Ex bac 
observatione Ex. 10. ita oomputaretur : 



-9 



Obs. Patet , ipsum 
p vel multiplum np^ quoties 
exstat, omitti posse. 



182|163|6 i.e SS 181 + |1163 



6 



(•2)=-362 (=2.1«1) 

8|üjr) 





IL Alter operandi modus primo simillimus est, prae- 

terquam quod a dextra origo duoatur» isque per (.a) vel (.a) 
insiguitur. 

Nempe v ziphrae a dextra absoinduntur, abscissaeque in (o) diiotae» 

vel a reliquis subducuntur» soilicet pro forma 7V(.a/» vel ad has adduni^ 

tur, pro iV(.a). 

Ex. gr. Sit iV= 4391633, v = l, « = 3, quare valor minimus for- 

mulae 4391633 (' 3) = TV (hoc enim schema ( . a) postponitur) 5 desideratur. 



Ex. 13. 



Ex. 14. 



439163 
-91 



3 



Not. Nemo 'non videt, 

operatioDem (. a) divisioni in^ 

versae, seu ei, quae a dextra vf^^^^^l/ ^*^ . 

exordiura &oit, similliraam 

esse«, in eoque faoiliorem, quod 

ziphra uuaquaeque quoti jam 

datur : est soilicet dexterrima 

residui , quae abscinditur , 

• 

nempe prima 3 (uti divisio ut 



3 C'i 



3658 
-12 



6(:i) 



(;»=?) 364 
-121 



90 

-9 

8 



43s5 

15l 



35 2 
-4 

311 



22« Mm, de/aetortbus Humerorum composüorum dignoaeendis. 
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uuasi 3) 63 (3 \ ; «Uer» ^ 4 ( quo casu dh'mo est 3) 15 (4 ) , et sie 



riwidinini 
in reliquis. 

Operatio \.o) eundeiu in modum inHtituittir ac (-«/f praetercjuam, 
quod addatiir, quod ibi subtrahabatut'. Ex. 15. seu contracte: 



Ex. 15. 

4;v)ir)3 

9 



3. (.'3) 



(» = 29) 1712 
39'.»! 3 

_9r 

40(1 

Jl' 
44[3 

513 
9 



430163 
17 12 
439213 
44Ö i 

'447:- 
J 
14 



Ex. 16.* 

3. ('.3) 



3 



14 



,»■<■■ 



Operatioues (^ . a) eodem modo iustituuntur, at duae ziphrae a dex- 
tra semper abscinduntur et looo qiioti vel alterius faotoris (in a soilicet 
duoendi) habentiir. 



(«=3) Ex. 16. 

;Vs: 13101 23. ("3) 
-69 



130 

-96 

A's=34 



32 



Ex. 17. 

it. •132101 

-m 

32i!t6 



23. ("3) 



31 



1 

24 

25 



*15 

93 

0« 



I 



Obs. Exercitatos calculator producta aon siibseribity sed metito 
addit (in a) vel subtrabit^ eoqiie computum contrahit^ aiouti io Ex. 15.* 

Siaiiie quid de reliquis ( ajy (- a), {.aj eto« feneiidum est* 



256 ^' Hilif de factoribui nunurarum compotUannn dignoscendis. 

Ex« 18. Ex. 19. 

78590'4T6- ("2) 78590 476.(72) 

^ (476.2 b) _+952^ ^ 



-9:)2 



iViS 79 

^^ 1084 



•) 77 

-1270 

-1199 seu f 

326 



542 



163 



327^N\ 



•) 776 380 
76Ö V^ 

Not. ^) Numerum clatiim rel jam obtenfum (ut in boc exMnplo 
77638) nihili signo (0) praevia augere aliquaodo prodest« Ita enim et ?a- 
lores negati?! evitentur et iaterdum factum mious obtinebitur. 

Not. Casus (a = 1) cum casu primi modi a =s 1 , omuiDO oonTe- 

nit. Est fidiicet (l.) = (.l), atque (l.) = ii(«v; V^® quidem signa, 
cum unitas non multipficet^ indicant^ numerum , cui praefiguntur vel af- 
figuntur^ in classes t ziphrarum esse distribuendum^ hasque classes rel 

sibi invicem addendas vei älterne subtrabendas» Signa rero (l .) seu (.l)^ 

(1.) seu (-l/i et ^l.) seu («l)) regulas^ qnae in elementis passim tra- 
duntur^ pro factoribus 9, 11 et 101 recognesoendis^ bre?iter et coneione 
exprimunt. Si elementa scriberemusi huno casum primo sane loco p<Hie- 
remus, utut qui simplicissima operatione aliquot faotores statim prodit» 

m. Tertius demum et quidem nltimus noster operandi 

modus per {(l.a) et (ßa) insigoitur; et llle jubet, ut a de^tra sipbrae 
numero (v) abscindaotur atque in (a) ducabtur, reliquaeque sinistrae in (0)^ 
productaque sibi invicem addautur aut a se subtrabantur^ sicut Signum 
+ iodicaf« 

Sit Ex« gr. numerus datus 13785 Operation! hujusmodi per C^-S) 
iosiguitae (quo casu a = 8, ßs=3 et y = n) subjicieudus : 
quem in finem 1) duas zifras a dextra absdndo^ ..... 137 | 85 

2) deinde io factores jam datos 3 et 8 

partes modo abscissas duco, obtineoque producta ..... 411 -f~ 680; 
quae 3) tum ob Signum -f in summam colligo 1091 ^ quae numerum dato 
minorem, jam hujus loco ulterius eodem vel aiio modo perquirendum^ oon« 
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ititait; eodem ita: 3+ 8 et tertia vice : 3+8 



10 I 91 



58 



728 21 

+ 30 464 

75§ obdnetur 485 a priori param diver« 

sos; et si jam qoatta ^ce eandem operatioDein institueres, majorem ob* 

tmeres nmnermn; quare jam ab hao operatione ulterim institaenda desi* 

atas« MonraduB vero oniYersim^ et fauio et priores operationes toties ite- 

raadas esse^ dnm nomeros parmn diTeraos (ideoquo hoo modo minimos) 

obtiaiieris; booque facto nmneroa jam obtentos invicem subtrahendos 

eme^ nt mmMrmn quam minimimi obtioeas« Sic in hoc Ex« obtinemna 

758— 485 SS 273« Sin vero jam aliqua operatio minores nmneros ulte- 

fius band snbminiBtraty tum alia^ ad eundem divisorem perttnensy eKgenda 

esti et qnidem ea^ quae imnori expooente gaudet» 

Quocnnqoe voro modo duobos numeris (datp semindum dinsorem 
aequiyaleotibus ) inventis^ minor nnmerus semper invenietWi si rationemi 
in numeris parv» expressam^ rationi inventorum prope accedentem per« 
quisiverlsy barumque rationum inaequalitatem vulgari modo ( multiplicando 
terndnos altemos et subtrahendo)^ p^rqiiisiveris« Ex» gr« 485:758 fere 
s=2:3 aut proprius =16:259 qiiare differentia produetorum idtemorum 
parva sit» nempe^ 2.758— 3.465 = 61 et 16.758—25.485 = 3. Loco 
numeri dati 13785 igitor alteruter horum^ 61^3, considerari potest — et si bic 

aumero^ cufiis operandi sdiema est \ö.h) , minor est^ aut non diFisibilis, tum 
datus per eundem baud est diTisibilis. 

At exemplum negatirae operatlonis exhibeamus^ nempe ex regula 
(8.3y jam instituendae cum numero dato 3784, = 37 | 84^ 
quo feicto obtinetur novus niunerus 44 aut —44 = — 296 + 252; 
quod Mem valety nam promiscue minorem a majori vel Tice versa sub« 
tsahi licet» 

Patet vero 9 duas operationes antea descriptas in bac contineri. Est 

sciUcet (a l) = (a.l) el (o .*} = (a,l), si zyfrae a dextra prima vice in cal« 
eulum vocatae interim toUuntur; itemque 

(.c) = (la) atque (.a) = (l.a). 
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Bin jam Operation ibro universim deacriptk^ brevibusque sigois ladt- 
cathf Dumeros auxiliares ad divisores primos minores attmeotes caloulavi- 
nius inque tabulam subjunctam oollocaviraus» 

Ut vero res mefius elucescat^ quae elementa magis tangunt^ fusius 
explicemitfu Quoniam vero faotores 2 et 5 ipsormnque potestates partim 
ex regulis vulgo traditis facile dignoscuntar^ et partim ad modum praesen- 
tem haud pertiaent; de eis auUa ezempla nobis afferenda sunt« Neque 

I z 

sdiema 1 • vel .1 pro factoribiis 3 et 9 valens aliquam moram neotit, cum 
regiilam vtdgo traditam suppeditet« Altiorum vero ipsius 3 potentiarum 

cubus (3 SS 27) schemate 1. et \SA) seu \S.) facile agnoscttur. Sit Ex, 
gr. numerus datusTVss 13 743 459^ de quo^ num per 27 dividatur, quaeri« 

tur. Primum ex signo III in schemate (l •) occurrente in classes tenuH 
mm zipbrarum seu millesimales distribuendus est numerus ^ neiiq>e ita: 
13|743|459« Tum (ex signo -|*)f quandoquidem 1 multiplioator nihil mu« 
tat, bae classes addendae sunt 13 ^ 743 -|- 459 = 1215. Quoniam vero 

1^215 >^ 1000 9 seu plus quam tres zipbras habet, regula 1» iterum adhi- 
benda est, quo facto, obtinetur 14-215=?216. Jam igitur si numerus 
216 per 27 dividijhir, idem numero ^ contingit« Numerus vero 216 vd 
divisione (vulgari aut aliquo modo contracta, Ex. gr« cnI« Fourrler) vel 

ex regula schematis (s.l) seu (s.J comprobatur« Uunc in finem ita di« 
stribuatur: 2{16, et pars sioistra 2 in 8 duoatur, factumque (2«8ss5l6) a 
dextra (16) subtrahatur. Jam, quoniam residuum nihilö aequatur, 216 

ideoqne et 13743459 per 27 exacte diTiditur« Pro altioribus quibusdam 
numeromm primorum potentüs in tabuia scbematnm r^ulas exhibuimus» 
Quae vi^ro, si desiderantur, numeri «miliaris Fei separatim exqinrendae 
sunt, Tel tonenda est haeo regula universalis: cum potentia numeri prkni 
quaedam factores instar agnita est, tum per hanc diridendum esse, quo» 
tumque iterum comprobandum , donec iste numerus ulterius band adsit« 

Quoniam vero ea, quae postbac in elementis Arithmetiois comme- 
moranda credimus, aliquante fusius explieanda sunt, regulas praesertim pro 
niuneris primis vulgo neglectis 7, (11) et 13 minoribus et scfaematibus et 
verbis exprimamus; quo et borum mutuus sensos bene eonstet« 
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Uae sunt partim oommones, partim speciales» Numeris 7^ 11 
et 13 communia sunt Schemata 

a) (17) et Ä) (!?'), 
aeu regalae iode iacile eruendae: 

a) 1. Numerus datus (TV), secundum hos factores perquirendus^ primum 

millioaesime (seu in classes vi zipbrarum) distribuatur, sicuti 
Tulgo docetur in Numeratione, cimi numerus signatiis verbis ex- 
primendus est. Ex. gt. 7V=375'868 963*864 365. 

2« Classes ita obtentae hexazipbricae (seu zipbrarum complexus, 
quae unitafes, milUoneS| billiones, trilliones etc. enumermt) invi- 
cem addendae sunt. 2) 864365 

3. Si summa jam obtenta miUione major fuerit, i o^^ 

regulae a) momenta 1« et 2. iterum iidbibenda Zl 

^ ^ 1733703 

sunt. 3^^ 

Facit 733704. 

b) Numero jam miUione minor! facto (vel dato)^ a dextra tres ziphrae 

abscindantur ••••• • 704 

atque a sinistris subducantori vel vice Fersa 733 

(u e« Numerus complexus, qui millia exprimit^ ab isto, qui unitates 
enumerat, subducendus est, Tel hoc ab illo.) Residuum ita obtentum 
ad factores 7, 11 et 13 aeque se habebit, ac numerus datus JV; ai 
per horum aliquem dividitur, et TV dividetur; sin minus, ut in hoc 

exemplo (20), aec JV ex istis componetur« It. Ex« 56 1 789 

^56 

Specialia sunt: 733. 

I. pro divisore 7, Schemata a) (2.), et ß) («2), cjuae regulas sup- 
peditant : 

a) Dato Tel jam fietcto nuroero <^ 1000, ut tres tantum teneat zi« 
phras, duplum sinistrae dextris addatur ; quod iteretur donec <[ 100 
factus Sit, Jam si >>70 fuerit, 70 subducatur, supeireritque nu- 
merus <C7, quem ex tabula multiplicationis , quam jam a pueris 
memoria tenes, ut multiplum vel non multiplum ipsius 7 fädle 

agnoveris. Ex. gr. -?V= 259=2 1 59. Res. 2.2+59=63=7.9; 

ergo 259:7 = integre» 

34* 
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Ex. ;V=958 = 9|58; Res, 2.9 +58 = 76 = 70+ 6 = 1100 mul- 
tiplo septenarii, ideoque neqpie 958| aed reiidaum 6 es diTisioae 
reliu^uitur. 
ß) Duplum 2aphrae dexterrimae a oomplexo reliquorum subtraha* 
tur (vel dexterrima bis a reliqais subdueatur)« 
Ex. gr. iy=::259=25|9; res. 25— 2-9=7 

(vei 25—9=16, lft~9=7). 

Fx. 958 = 95}8; »95— 2.8=79=70+9= Bon multipUscpU 

Obs. Hae regulae etiam majores numeroa afifioaimt, quaacpiam 

allquanto laboriosius (vide Ex« 7. et 14. )• Praetorea promisoue ad» 

hibentur^ sicut commodiüs oeeurrit» Si aphra duplieauda ^6 fue- 

rity praevie cum 7 minuatur, si prodest» 

Ex. 958c^9|58~2|58»2.2+58 = 62 = 56+6(^6)^ 

IL Pro diTisore 11 schemate a) (l.) et ß) (l.) sufiSeiaiit, etvalent: 

a) Si numerus datus <Z^00, aut tantummodo ^10000, complexus 

duarum dexterrimarom zipbrarum oomplexiii sinistranim adcbttur« 

Ex. yV=8129 = 81|29; /V'=81+29 = I10= ll.IO. 

ß) Numero jam (per a) ^100 faoto^ zypbris duabus eisdem scriptus 

erity si datus ipsius 11 multiptus fuerit; ^isarom differentia eaim 

aliter nihilo faaud aequatur. Nam 

(7!) 77=7-^7 = 0; at (!•) 57 = 7—5 = 2. 

Obs. Schema (l.) regulam continuae subtractioniai in 
nouuullis ubris praescriptam, suppeditat« Si numeri subducti simul 
amiotantur, quotum praebebuiit. Ex. gr. 

Divisor 11) ^35 2r6- 4.... dividendus =iV 

12 2 9 7^8.... qiiotus 

6 residiram 

Exempli eomputus: 3—1=2, 5— 1— 2 = 5*~2 = 2 

♦ * 5 

(oxsisteotc 5* = 4, uuitate scilicct ii>$i 2' subseqiienti mutuo data), 
2 = 12 — 2ssl0s= jusfo major, ergo, uoitate mutuata 



4 

4» 



•2 —Jxrtl— 2 = 9; siimüter V--9 = 7«, et 6* —7*= 1 6—7 = 8, 
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tandemque '4 — 8 es 14 — 8s=:6= residuo; quod et ex nostris v&^ 

gulis prodit. Kam l.iV=352 765=iV', et 1.;^'=: 765—352=413, 

et ir(4t3) = 4+13Äl7, tandemque (T!) 17«7~1 =s6. 
IIL Pro diTisore 13 (si numero ^1000 dato) aptiasima sunt sehe» 

mata a) (i.) et ß) C^y ^^^^ regolae: 
a) Sinistrae (terDanuil zyphramm) qaadruplum a complexu duaram 
dextrarum subdueatttr« 



it n — 



Ex. iV=7a3=:7j33, et 33—4.7 =s 5 (confer Ex.1.a). 
Ex, 403a»4|03cc3— 4.4s=:~13. 
ß) Quadruplum dexterrimae religuis addatnr« 

Fx. 733=7313; 73+4.3= 85 =8|5} et 8+4.5=28=2.13+2, 
ergo non divisibiliiu 
Ex. 403=40|3~40+4.3 = 52rn:4.13, aut, 

52= 5|2c^ 5 + 4.2=13; qoare 403 per 13 exaete di« 
vi<fittir« 
Ex eis, cfuae jam attiilimus, ftioile quurns inteliiget, quomode sebei* 
mata nostra verbis exprimeuda sint, ut regulae ad factores primos quoa» 
vis, tribus eentenis (^300) minores, agnosoendos idoneae ex tabula scbe» 
matom adjuuota eliciantur; quin imo, si schematum jam ab initio dosorip* 
tarn explioationem memoria tenes ^ ipsa Schemata idem ac regulae tibi 
valdHmt« 

In ExempUs jam antea allatis aliquando subjunximus nnom alte» 
rumve Imtomm primorum (/»), ad quem Schema ihi illustratum pertinet, 
ut in Ex» 13. (ps=z3i). De qua re in universim tenendum est^ Schema 

(ß a) ad numemm a. iff — ß rel ipsius feotores a 2 et 5 diversos, et sdiema 

(ßa} ad numemm a.lO'^+ß rel ipsius factores pertinere. Ex» gr. (E.2) 

ad 200—5 = 195 = 13.3.5, {.e. ad 13 vel ad 3 (non vero ad 5)j (3.4) 
ad 403 =: 13.31, vel ad 13 vel 31, ete« Hujus obserrationis ope, si tabula 
factorum numerorum compositorum (ex. gr« Chemacii) ad manus tibi fuerit, 
bcile numeros priraos, quibus Schema datum attlnet, iuvenies« Vt vero iu« 
verso ordine Schemata datum numerum attingcatia reperiantur, eaque usui 
accommodaia, fusius res est pertractanda. 

(ConC. siiq. pio\.) 
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23. 
De radice cabica celeriter extrahenda. 

(Auct Caroh Joh. Ds. Hiil LodcU Goih.) 



r orniulaey quas olim in hoc Diario ad aequationem oubicam ys=i3ay'\-2ß 
rosokendam proposui, quamquam in oiiiTenuiii oonvergonttsMinae^ tarnen 
oasu a=:0 minuA convergunt, £x noBtro vero modo aequationes nume» 
ricas operationum convei^entiuni ope resolvendi, quem olim traotatu ver* 
naculo f usiitö expHcuimus ^ oonaequitur et modus ad hune eaaum appliean« 
duB^ jam breviter indiGandus« 

Sit a numenis datus^ ex quo radix eobiea est extrahenda^ hnjusque 
ralor aliquatenus approximatus (eo saltem^ ut pdma ipsius xipbra Valens 

rite eleota 8it)=:ari ponaturque nssj^l — — j, 

Jam vero caiculentur bi valorea uniformes: 

cumitesque u^f 2/4 etc.; seu posita functione 

eapianiur 

u.^fu, u^^fu.^pUy Ui=^fu^^fu, U^:s^fu^tsif*U, MC 
Deindc caiculentur 

seu, posita functione j-^-^ss^w, capiantur 

y^e^y yi^gu^^=ef^y y%^e^%^ef^^^ etc. 

Nempe Universum y^ = gp «• 

Quibus ad Unutem praeclsionis desideratum effectis^ erit 

yTa^szx.y.y^My^ . . • .yry 

seu » r rto y^ y» 

\rar=z3o.gu.gJu.gPu.gPu....gyui 

idque 00 aocuratius, quo plures fiioteres admittantür» 

Sit Ex. gr. o SS 2^ et or ts^ 1 ; eritqiie 

_ 1 /. 1!\_1 u _ 1 _ t _/2^ i.\ i — Jl. 
'' — TV"^ 2/ •"'6' r=2Ü~6— 2"~ 4 ' ''*""\3'~ 6r4^~128* 
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_/2^ f^\ 1 _ 853 

"• ~" \9 128/*(T^ "" 768 144 384 » 

(^ 253 ^\ 2 53' __ 512 096003 253' 

"»""VS ""3.128.126V*(3.128.126'— 2. 



(3.128.126'— 2.253/ 768 144 384 * 768 144 384' * 

ete. 

. 1 1 * 

Qnonlam vero jam u« oroa = •37555050 '^sTiö' ***> ^^ 

2 12 1 

«, fare — T»37nö5:r —g^v^jooooo'ooöooo-oooooo '"* "* P~P" ~47iüb» 

2 / 1 \* 2 1 

ideoqiie 1I4 fero = y^ U lyv ^^"3 •JviO^' quare cum radiciB huio Ta- 
iorl ipmiB 1/4 competentis oorreotio rebrtiya ait y^ — 1 gs .^\ 9eu fere 

SS 114 9 si Tel i#4 omittitur^ babebitur radix cnbica (/*2) accurata ad loeum 
LVUI dedmalem» Ex valoribus modo oalculatis obtineutur 

_ 6~t _ 5 _127 /_ <28-^l \ 768 144 131 

^~6-2~T»^*~126^ V~128 — 2/^ -J"« *^ 768 143 878 ®'^> 
•ji 4 Vo 4 5 127 768144181 , , wm«m :■ . 

ideoque t.y.y.y^ seu v 2 5= 1 • -^ • -j^ • TöölisiTS ^ locum XX™"" deci« 



malern accurata. Si vero ex Talore ipsius u^ modo exhibito praeterea 

1 — 1/ • • 

compiitatur ^^3 s=: ^ — 5-^, babebitur v^2=l.jr.y>.^«.jr3, ad locum LVlir*"" 

accurata. 

Ex. 2. Sic as=:;4, ATssly erftque i^ = |> e/,ss/^ seu fere ==: 

94 
0^05^ ideoque 1^ s= circiter f • (0^05)' = ^0* ' ^^^^ ^^™ opwatiouis conirer^ 

geatia elucet; et obtinetur v^4=:1.4*f}**« • 

® 1 _I3 

Ex. 3. Sit as=5y jps=2; eritque 11 = -^, 11^ = -^ (fere es 

(2 13 \ 13* 1 

T"^5i45/*öi7P *^ ^^ ^W ^^^ ^ 

y^5 SS 2 • Y^ZiTi * " * ^'^ ^' '^^^'^ dermales accurata habetur ^ cpiam» 



quam duo tautum factores corrigentes (y et yi) calcnlati sunt et numerus 
datus a SS 5 difBciliimo a s= 4,5 satis aceedit« Si enim iactoris ope IG^'' 
mimerum a ioter 1 et 1000 includeris et cubum proximum integrum «le- 
gerisy in unoquoque alio casu u jam ab initio minor erit^ indeque operatio 
tanto conrergentior. 

Yides igitur hoc modo et simplicissime et celerrime ad radicem 
cubiei^m appropiuquari posse. Simile quid ad radices omnis generis obti- 
neri potett. 



-^'■■^■•i 
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Einige geometrische Sätze. 

(Von dem Kooigl. Fr* Lieuf«iaot Henm Gerurien so B«rlia.) 



I, Umkehrung des Ptoloxnaisohen Lehrsatzes« 

1« Xjehrsatz» Nimmt man in einer Kreislinie um O (Taf.IV« 
Fig. 1.) drei Puncte Jf B^ C an^ und oonstruirt die drei Kreis« 
orter um H, I und JT^ welche sich mittelst des Verhältnisses 
der Entfernungen je zwei der Puncte jif B und C von einem 
vierten in der Kreislinie um O angenommenen Pnnct D be« 
stimmen^ so berühren sich alle drei Kretsorter in diesem 
vierten Punct D, und ihre Centrale HI£ bildet eine gleich- 
falls zu diesem Punct D gehörende Tangente ffir den Kreis 
um O^ 

Constructiom Halbire die von D mit A, B und C gebildeten 
Vl^inkel ADB, BDC und jiDC\ verlängere die Halbirungslinien bis zu den 
Seiten des A JBC, und zeichne WiMkel HDE^DEH^ IDFz=zDFI^ 
KDG — DGKy so bilden die um £r^ / und K mit HD^ ID und ED be- 
schriebenen KreisUniea die in dem Lehrsatz nSher bezeichneten Örter« 

Beweis« Zunächst ist darzutbun^ dals jede von den drei gezeidi» 
neteu Kreislinien die in dem Lehrsatz vorausgesetzten Eigenschaften hat^ 
dafs also bei der Kreislinie um / z. B« für jeden beliebig in derselben an- 
genommenen Punct Xy XB iXC^DB : BC ist. VTiukel IFD oder FBD 
+ BDF ist =FDCJ^CDly und Winkel ßDF=iFDC construirt, folglich 
ergiebt sich durch Subtraction IBD = CDI^ weshalb A BIO fihnKcb 
A/CD, asoBIzID^ID.IC, oder BI: IX 2=z IX: IC B^mub. Daher 
ist auch A BIX ahnUch A CIX (Wmkel CIXz=zBIX), und deshalb 
Vrinkel IXC = IBX. Nun hat man aber zugleich IFX^ oder IBX^FXB 
= IXC^CXFi demnach ergiebt sich durch Subtraction BXF^ FXC, also 
XB.XC^FBiFCy und da Winkel BDFz=:FDC gezeichnet ist, aueh 
DBtDC=iFB:FCy woraus endlich XBxXC^DBiDC hervorgeht. 
Oerselbe Beweis palst für die Kreise um U und K^ da bdde in gleiiAer 
Art wie der Kreis um / construirt sind ; folglich haben die drei um /^ 
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H und X besobriebenen Kreise wirklich die in dem Lehrsatze vorausge* 
setzten Eigenscliaften. Aus diesen ergiebt sich nun die eigentliche Be- 
hauptung folgendergestalt» 

Aus der Construction des Orte um I folgt, wie verher gezeigt wurde, 
die Gleichheit der Winkel IDC und DBVs DC ist aber eine Sehne des 
Kreises um Oy also bildet VI CBr den Funct D eine zu demselben Kreise 
gehörende Tangente, Dasselbe ergibt sich auch (iir die Örter um H und 
IC aus der Gleichheit von HDA mit jiBD, und von £DC mit DACj folg- 
lich bilden die drei Linien HD^ ID und KD eine einzige, den Kreis um 
O mD tangirende Linie, und es müssen sidi aurJi, wie es 4n dem Lehiv 
satze behauptet wurde, dlle drei Krdse um /, H und K in demselben 
Puncto D berühren, da in diesem ihre Begegnung statt findet, und die alle 
drei Mittelpuncte verbindende Linie HIK zugleich denselben Puuct D 
durchläuft. 

Afimerkung. Ist zur Beeüinmuog des im Torbergehendeo wiederholt construir- 
ien Orts, z. B. um I, kein Puoct desselben gegeben, sondern kennt man nur 
das Verbaltnirs DBiDC^ ood die Lage der zu den Linien desselben gehoreb» 
den Endpuncte B und C, so kann man sich einen solchen Funct D leicht yer«' 
schaffen, indem man über £C, mittelst der beiden gegebenen VerhSltnifilinien, 
ein A beschreibt, u. a* w. 

2. Lehrsatz. Wenn in einem Viereck das Rechteck 
aue den Diagonalen eben so grofs ist, als dieSumme der bei- 
den Rechtecke, fou denen jedes durch ein Paar Gegensei- 
ten gebildet wird, so läfst sich um das Viereck ein Kreis be--' 
schreiben. 

Beweis* ä, i^ c^ d sollen die Seiten, p und (f die Diagonalen 
des gegebenen Vierecks , und zwar so bezeichnen , daüi p die Enden von 
a und bj und g die- von a und d verbindet. Zeichnet man aus den Li- 
nien ^, A, p des gegebenen Vierecks diu A ABC (Fig. L), und bestimmt 
L so in />, dals bd^sz^y LC wird, so ergiebt sich, da ac'j;'bd=:p.g 
oder zszgxAL^gxLtC vorausgesetzt * ist, durch Subtra^on, auch ac^s=^ 
qXAh. Es mufs also zugleich <: : 7 = Ah : a, und dvi{'s=^ LC : b sein. 
Wird jetzt um das A ABC ein Kreis {amO) besehrieben, und (nach der 
Anmerkung des Lehrsatzes 1.) ein Kreisort (um i) mit der Eigenschaft 
bestimmt, dafs sich die Entfernungen jedes Punctes desselben von C und 
-B, z.B. DCiDB ZS2 ALia^ oder c:g verhalten; so ergiebt sich, wenn 

Crcllfs Journal d. M. JBJ. Xi. Hll. 3. 35 
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man den SehneidangBpuoet D beider Krtf slinieo mit ji^ B and C yerbindet, 
nacb dem Ptolomjlisoben Lefaniatz axCD^IfXM)z=:iBDx^L^SDxLC. 
IVach der Construction des Orts um / ist aber DC : DB as jHj : « , oder 
axDC:=sBD X^L; alse erhält man dtiroli SubtraeOoa bXADvxBDxLC^ 
eder JD: BDs=z LC ib.. Es war aber friiber dif^e^LCtb bestimmt; 
folglioh ist zugleich DCzDB^s^czf^ und DJiDBssdif. Construirt 
man daher einen zweiten Kreisort (um H) mit der Eigensehaft^ dafs sieb 
die Entfieroungeir jedes Punctes desselben von A und B wie d : ^ verfaab» 
ten f so ergtebt sich* die Lage des Punctes D zugleich in dem Ort uni / 
mid in dem Ort um //« Hieraus ftrfgt, wenn man das gegebene TieredJL 
so auf das construirte JBCD legt^ dafs das Ton den Seiten a^ b^ p be» 
stimmte Dreieck mit dem eongruent gezeichneten A ABC zusammenfittlti 
der vierte Punct des gegebenen Vierecks sowohl in der Kreisliaie um / 
als in der Kreislinie um // zu liegen kommen mufs, da sich die Entfer* 
nnngeu dieses Puncts von C und B wie c :.f ond von A und B wie d : f 
rerhalten« Beide Kreislinien haben aber nach dem in 1 • bewiestten Lebr^ 

• 

setze nur den Punct D gemein ; folglich ist das gezeichnete Tiereck ABCD 
dem gegebenen eongruent ^ und es muls deshalb dieses wie jenes einem 

Kreise eiogeschrieben sein. 

IL Beweis eines von Herrn Steiner verallgemeinerten 
Lehrsatzes des Archimedes» Siehe Band III. S» 210. d. L 

Lehrsatz» Es seien M^y M^ (Fig. 2.) irgend zwei Kreise 
(deren Durchmesser AB^ CD)y EF %ei ihre Linie der gleichen 
Potenzen (siehe Bd. L S» 165. d^J.)^ und M sei die Mitte ihrer 
gröfsten Entfernung AD von einander» Beschreibt man ir« 
gend einen Kreis M, d» h« GHIy und hierauf zwei andere 
Kreise m2y nii ho, dafs beide zugleich innerhalb oder aufser* 
halb des Kreises M liegen und ihn berühren^ und dafs sie 
überdies die Gerade£F und respective die geg^ebenen Kreise 
M.y Ml berühren, so sind di*e zwei Kreise mzy m^ allemal ein- 
ander gleich» 

Beweis. \. (S« Bd.L S.173, und 174« d. Ji) 

IA\ 
lU» P i ) ^ ( ^^'^^^ ^^^ aufseren ÄtiDlicfakeitspunct (ür die 

^i EF und den Kreis um 
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3k, B. KL trifft A: d«Dn m^K und JE sind beide senkrecht FS, bilden 
also die gleichen WinkellTm, ilf, and JM^m^ , weafaaib auch Kh m, es ^^ 2!/// 
ist) und folglich KL darcb A läuft. 
2. (S. Bd. I. 8. 175. d. J.) 

!E X AB\ IM^ 

DE X DC\ bildet die gemeingchaftliche Potenz der )JH^ 

GIxGFJ Linie SF und des Kreise» um ... )^ 
IGxIE) [M 

z, B. AEXAB v^ssAKxAL^ (TaB^ente) A0\ üa ABAL ähnlieii 
A AEK ist. (BLA = KEA = R,) 

Oa ferner £F die Linie der gleichen Potenzen für die Kreise um 
üft und Jtf, ist (a. Bd. I. S. 16$. d. Journ.), so muls EM^^M^D''^ 
EM^'—M^J? sein. Hieraus folgt, dafs auch 

iEMi+MiD)(ßM^'-m^D)^<ßM^'^M^A)(ß.M^^M^A), d. b. 

3. EDxECzi^EAxEB ist. 
Aas 2. folgt, wenn m,0 mit r,, und m^Ti miri bezeioimet ivird, dals 

r^ =s A m} "^AExABf und 

Dm^—DEX PC = Tx", also auch 

Dm^-^DEX DC^r^^ ^Hnh^^AExBB-\-r^ sein mufc. Nun ist nach 3. 

DExEC := AExEB, folglich erhält mau durch Subtr. 



!»■ "f 



Dm^^DE" ^r^ = Am^^AE^ -^-p^, oder, da r» und r, die Projec- 

tiouen von Ejjit und Em% auf 
/).^ sind, 

Zugleich folgt aits 2., dafit 

r,» Ä Im^—GJx IE , wid 

Qm^-^lXQE asri», also aoeh 

Gm^-^GlxQE-^.r^ sx. Im^—GfXlB^^r^ sein mußi. Addirt man hioau. 

EIxGE SS 6£x/JS} «o erhSlt man 



Om^—GE^ -{-r^ ssi Im^^IE^^r^y oder, da r^ und /«a dfe Projectio- 

nen von ^miuad Em^ mdDA sin^ 

5. rniE*-— 2r4ÄG-fr5»3Bznj£»-.2rj/E+r,'. Naeh 4. ist aber 

iwtg— 2 Ti D £ -i-z-j» = 77ij JS»— 2rj^JE+rj% demnach ergiebt sich durch Subtr. 

2a DE—2riEGs=i2rtAE—'2riIE, oder 
Rechteck r^ifiE—EG) = r^^iAE—IE). 

DE-^EG ist aber s^£~./fi, denn £D-)-/£ oder MD + MI mub 
ssAE'^EG oder AM-^MG sein, da Af rnnh der VotaussetzuDg ^i? 

35« 
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balbirt; folglich riad aiiob die GnmdKiiieB r^ und r^ der saletzt genanntea 
Rediteoke einander gleidi^ was zu bew^sen war» 



IIL Beweise der im HI. Bande H. 209. und 210. d. J. Nr. 17. 
nnd 18^ Ten Herrn Steiner aufgestellten Lehrsätze« 

Lehrsatz 17» Sind J^ B^ C? diejenigen drei Kre'se, von 
denen' jeder eine Seite eines gegebenen Dreiecks, und die 
TerlSngerung der beiden übrigen (Seiten) berfihrt, uad man 
beschreibt drei andere Kreise a, b^ c so, dafs jeder zwei der 
drei ersten fiufserlich und den dritten innerlich (einschlie* 
fsend) berührt, so schneiden die drei letzteren einander in 
einem bestimmten Puncto, und die Geraden, welche diesen 
Punct mit den Mitfelpuncten der Kreise a, 6, c verbinden, 
sind respective zu den Seiten des Dreiecks senkrecht. 

Beweis. FiHlt man aus dem Puncto P der gleichen Potenzen der 
Kreise Ay £, C (siehe Bd. L S# 166. d. i.) Perpendikel p^ p'^ p'^ auf die 
Seiten /, /', V^ des gegebenen Dreiecks, verlängert dieselben so um die 
Stücke i;, t;', v'\ dab sich die Rechtecke p{p^v\ p'Cp'+v'), p'Xp"+^') 
eben so grofs als die zu P gehörende Potenz ergeben, und beschreibt um 
die Mitten von p + v, p^-j;- ti', ^"+ ^" Kreise a, b, c mit den Hälften der 
zuletzt genannten Linien , so bildet P zugleich den Ähnlichkeitipunct so* 
wohl für / und 0, ab fSr /^ und bf und für l'^ und c. (Siehe Band L 
S. 170. d« J.) Da nun die gemeinschaftliche Potenz für / und a in Be* 
zug auf P nach der Construction dbea so grofs ist, als die Potenzen von 
jiy B und C in Bezug auf P, zwei dieser Kreise aber 1 auf der eben 
und der dritte au£ der andern Seite berQbren, so folgt daraus, dab a die 
Kreise ^, £, C ungleichartig berührt. Dasselbe ergiebt sich auf gleichem 
Wege fiir die Kreise b uad c; demnach zeigt sich, wenn man noch die 
Constmction der Kreise a, b und c berücksichtigt, dab wirklich sammt- 
liohe Behauptungen des aurgestellten Lehrsatzes Statt findet« 



Zum Beweise des Lehrsatzes 18. S. 210. d. J. sind die folgenden 
Torbereitungen erforderlich. 

1. Die Poten;^ einer Kugel io Bezug auf einen Punct, 
und umgekehrt, soll (im Folgenden) das unveränderliche Rechteck h^ 



24. Ger Wien, einige gem§eineehe Sätze. 269 

fteo^ wekhes Jede aus dieMm Poocte nach der Kugel führende Seoante 
nut ihrem Sulseren Absdmitte bildet» 

2. Die Potenz einer Kugel in BeEug auf einen Punot ist dem Qua- 
drate jeder aus dem Puncto nach der Kugel führenden Tangente gleich, 
3« Yeriurdtet man die Gentral-Ebene MM^M,, dreier Kugeln, de« 
ren Radien r, r\ r'* sind^ so bestimmen sich in jeder Ebene 3 Kreise. 
Der in dem Puncto P der gleichen Potenzen dieser Kreise auf die Ebene 
MM'M" errichtete Perpendikel VX bildet einen Ort für alle Puncto, de- 
ren Potenzen in Bezug auf die 3 Kugeln gleiche Grofiie haben. Dieser 
Ort soll die Linie der gleichen Potenzen für die 3 Kugeln um 
AT, M,y M„ heirsen. 

Beweis. Nach der Construction ist 
PM^— r" = PiW/— r/ 8 ^^n-^ r„\ also auch 

PilP+PJP— r" = PM,^J{^PX^— r/ = Pflf^^+PA^— r,,^ oder 
MX"^ r = M,X^^ r/ = Jlf „ X'— r„\ 

welche Di£Perenzen mit den Quadraten der aus X nach den 3 Kugeln fah- 
renden Tangenten gleiche Gröüie haben. 

4. Die vier Linien der gleichen Potenzen, welche durch vier Ku- 
geln nach 3. bestimmt werden, schneiden sich in einem Punct. Im Fol- 
genden soll derselbe der zu vier Kugeln gehörende Punct der 
gleichen Potenzen genannt werden. 

Beweis« Zieht man die zur Construction der 4 Puncto der glei- 
chen Kreis -Potenzen in den 4 Central - Ebenen erforderlichen Linien der 
gleichen Potenzen, so bilden je zwei die Schenkel des Neigungswinkels 
von 2 der genannten Ebenen, da sie, von denselben 2 Kreisen bestimmt, 
auch von demselben Puncto der beiden Ebenen gemeinschaftlichen Centrale 
winkelrecbt auslaufen. Nun liegen aber je zwei Linien der Kugelpoten- 
zen mit einem solchen Neigungswinkel in derselben Ebene, da beide auf 
den Central - Ebenen senkrecht stehen etc.; folglich müssen sich wirklich 
alle 4 Linien der Kugel -Potenzen in demselben Puncto durchschneiden. 

5. Liegt eine Kugel X und eine Ebene E im Räume fest, so las* 
sen sich stets in K zwei Puncto u4 und A' von der Eigenschaft bestim- 
men, dafs jedes Rechteck, welches eine Linie zwischen u4 und einem be- 
liebig in E gewählten Puncto X mit der in diese Linie fallenden Sehne ^r 
bildet, dieselbe Grofse hat. Ein solcher Punct soll im Folgenden der 
ILhnlichkeitsputtct der Ebene und der Kugel, und das zugehü- 
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tlge Jlechteck die femeia^cliaift liehe PMens 'er E&ene und 

der Kui>[el heilsen. 

Coaatrttc^iot^ uiid Bewei«. W^en dwFolgendea woHen wir 
seteeq^ dd& £ und jC sich 8ehneideo. Constriiirt maa etneo den Mittel» 
punot M vou Jt durddaufenden PerpeodiiLel auf £,80 «rieben sich in K 
zwei Durdisduiittspunoto ^ und Ji\ Dies sind die beiden Äholiolikeite- 
puuole, und ihre Entfernungen von £ mit dem Kugel-JOurehmewer bSden 
die j^omeinscbaftlicbe Föten« for E und K: dmm AX bildet mit dem auf 
£ gefiilUen Perpendiliel ein rechtwinkliges Dreieck^ die Sehne u^ 7 erzeugt 

* 

mit dem Kugeldurchmesser gleichfalls ein rechtwinkliges Dreieck, und 
beide Dreiecke haben einen Winkel gemein ; folglich mu£b die Behauptung 
Statt finden* 

6. Wenn die {{emeinschaftliche Potenz einer Ebene £ und einer 
Kugel K eben so gro& ist, als die Potenz einer zwüten Kugfd k in Be* 
zug auf den Ähnlichkeitspunct iiir £ und Ky k aber £ berührt , so muls 
k auch K berühren. 

Beweis. Construirt man nach 5. den Ähnlichkeitspunct ^ fnr £ 
und Ky und verlängert die Verbindungf^linie zwischen A und dem zu £ 
und k gehörenden BerShrungspuucte A^, bis eine von beiden Kugeln in Y 
geschnitten wird, so mub dieser Punct nach 1. und 5. zugleich in K und 
£ liegen, da nach der Voraussetzung die Potenz von k in Bezug auf A 
eben so gvols ist, als die gemeinsohaftliohe Potenz für £ und K. Hieraus 
&lgt, wenn man IT mit dem Endpuocte A* des A durehlauCondm Diame» 
ters von K^ und X voSt dem Sdineidungspuncte G jenes Durohmessers in £ 
verbindet, dafs A ^r^' SbnUch A AXC ist, also Winkel AYA'sss, Winkel 
ACX Min muGi, folglich YA^ den Endpunck des X treflOenden Diaudeters 
der Kugel k durchlauft. Die Durohmesser beider Kugeln sind aber parallel, 
nach der Yoraussetzung; demnaoh wird die Y und deü Mittelpunct von £ 
durchlaufende Linie audi den Mittelpimet von JT treffien, woraus lierver» 
geht, dab nich beide Kugeln in Y berubMn* 

Mittest dieser 6 Sätze erfptbt tkh der Beweis des Lehrsatzes 18, 
Bd. IIL S. 210. d, J., analog mit dem bereits entwickelten Beweise des 
Lehrsatzes 17., folgendergestalt. 

Lehrsatz 18. Sind Ay B^ C, D diefenigen vier Kngeln, 
von denen jede eine Seitenfiäehe einer gegebenen d^reiaei« 
tigen Pyramide und die Terlangerungen der drei übrigen 



24. GtrwitH, einige geomeirUcht Sätze. 27 1 

berShrt, und man beschreibt Tier andere Kugeln a^ b, c^ d so, 
dafs jede drei der Tier ersten Snfserlioh und die Tierte in- 
nerlich ber&hrt: so schneiden die Tier letzteren einander 
in einem bestimmten Pnnct, und die Geraden^ welche die- 
sen Punct mit den Mittelpuncten der Tier Kugeln üy h^ c, d 
Terbinden^ sind respectiTe eu den Seitenflächen der Pyra*- 
mide senkrecht« 

Beweis» Füllt man aus dem Puncte P der gleichen Potenzen der 
Kugefai J, Bj C^ D (siehe 4.) Perpendikel p, p\ p'\ p"' auf die Seit<^n- 
flächen E^ E\ E'\ E'" der gegebenen Pyramide ^ und verlängert dieselben 
so um die SlScke v^ v\ v" ^ v"\ dals sich die Rechtecke pip-^-v)^ 
p'ip'-^-v'), p"{p" + v"), p'''(p'''+v''') eben so grofc als die zu P ge- 
hurende Kugel -Potenz ergeben, und beschreibt um die Mitten von P'{'V, 
p' + 1;', p" + v'\ p''' + v''' Kugeln a, b, c, d mit den Hälften der zuletzt 
genannten Linien: so bildet P (siehe 5.) zugleich den Ähnlichkeitspuoct 
sowohl für E und a^ als auch für E^ und by ferner fiir E^^ und Cy und 
endlich fiir E*'^ und d. Da nun die gemeinschaftliche Potenz für E und 
a in Besug auf P (siehe 5.), nach der Construotion, el>en so grofii ist, als 
die Potenzen Ton Aj By C und D in Bezug auf Py drei dieser Kugeln 
aber £ auf der einen und die Tierte auf der anderen Sirite bwuhren; so 
folgt daraus (siehe 6.), dals a die Kugeln Ay By Cy D ungleichartig be- 
rührt. Dasselbe ergiebt sich auf gieiöhem Wege für die Kugeln b, c und 
d; demnach zeigt sich, wenn man noch die Construdion der Kugeln 
a, by c und d berücksichtigt, dals wirklich sümmtliche Behauptuagen des 
aufgestellten Lehrsatzes statt finden. 



SchUefslich ist noch anzuführen, dafs sich die vorher abgehandel- 
ten Haupt- Lehrsätze (17. und 18.) bei Dreiecken und Pyramiden wieder* 
holt ergeben , wenn mau nicht allein die Kreise am Dreieck und die Ku- 
geln an der Pyramide, sondern auch den Kreis im Dreieck und die Ku- 
gel iu der Pyramide mit unter die Voraussetzungen aufnimmt. 



i 
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25. 
Sur la valeur de (f. 

JLlaDS im m^nKwe sur les fonctions disooDtimiMi que Mr« Libri a feit 
inserer dans ce Journal (T« X, calu 4.)) il fait usage de rexpression O"^ 
dont il conaidSre la valeur oomme ^tant fonjours egale A rimite. Cent 
aussi ropinioB presque unanime de tous les g^ometres^ dont les ou\Tage8 
sont <\ ma port^e« Pourtant il me semble que les divers raison nemeus 
quon a employ^ pour d^montrer oette egalite reposent sur la generali- 
satioD non penmse d'uo cas partioulier^ et que, s'ils ^toient bieo fond^, 
on devoit ausd souteuir, que la valeur de § est toujours ^gale & l'unit^. 
Par exemple, Euler dans son Trait^ d'algebre {T. !• $• 175.) argu- 
mente conune il suit: parcequ'on a 



^ 

— =r ö" 

a 



H suit que a^ est toujours ^gal ä lunite^ soit que le nombre a soit grand 
ou petit) et meme si a est egal ä zero, de maniere que la valeur de 0' 
est oertainement egale ä I unite^ Bfais pourquoi ne pas dire encore: parce» 
qu'on a toujours ^ 

Sans que oette Egalite d^ende de.la valew du nombre a, eile sobsistera 
encore si Ton a 

c'est-^-dire qu'on aura toujours 

*• 

n en est de meme avec la demonstration deHasoheroni que Mr. Libri 
a citee. Car n'eu suit«il pas egaleroent que, parcequon a 

(g— g)^ _ 

on a aussi 

^=r 1? 
O 

La demonstration de Mr. Libri me parut encore sujette aux 
niemeft objections. En eflet, personne ne cootestrra que I« valeur de 



u 
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TexpremoD — est toujouni ^gale k Timit^^ au oas meme qa'on suppose 

s=£ 0^ alors la valeur de 0^ comme celle de § ent ^gale d Tunit^. Mais 
eomme il n'en smt pas que la valeur de % seit toujours ^gale k runite^ 
de mdme on n^en doit pas oonclure qu'on a toujoors 

Pour prouver oette ^galit^ il faudroit d^montrer que la valeur de L/*(a)]^^ 
est toojours ^gale h Fumtö^ «i Ion a deux fonetioDS /(jt) , F(jr) qui se 
efaangent en zero^ pour les valeurs ar=:a^ jr = 6y ce qu'on n'a pas (mit 
jnsqo'fV pr^nt. 

Selon mon avis l'expression 0^ o^est autre ohose que rexpressioa 
Qf^.Qr^j et eomme oette demiere expression qui est egale h O.oo=:§^ 
peut avoir toutes les valeurs comprises eitre — cc et oc^ de meme l'ex» 
pression 0^ peut avoir toutes oes valeurs, Mr. Cauchy est le seul auteur 
ou f ai trouv^ la meme opinion« Dans le R^sumä des legons donnees ä 
Ncde polyt. sur le calc. infinit, pag. 25. il dit^ |>II arrive souvent que 

oette forme (§) se troAive remplao^e par l'une des sinvantes — ^ <x>^^ 0^ etc." 

Dans ua ouvrage anterieur du meme auteur (Cours d'Analyse l''^ part* 
pag«^«) OB trouve la formule 

Or> = cx)«* = ^((0, oo)), " r 

c'esto^dire que 0" peut seulement avoir toutes les valeurs comprises 
entre et oo^ mais cela noiis parait £tre moios exact. Peut-etre Mr« Libri 
aura*t*il la bont^ de nous donner quelques ^clairdssemens sur cet ob|et 
par la voie de ce joiimaK 

Le 20. Juiilet 1833. ^^ 






':; 
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Über die Taylorsche Reihe ^ nebst einer Anwendung 

auf die Zerlegung der algebraischen Brüche. 

(Von Hörn X>r. SAeHhmok m Bciiia.) 



1, xy SS Zf 
wo y and z FunetioMo tob «- and, so is^ tmtt mtn ntob x dURvenzurt, 

*5^ "JS"» 



3r I ^'r Ä'« 






X 






a f 



'«^ 






Die suooeMiye Substitution derWerthe ran y^ -J^^ l-^, .... aus 
diesen Glekim^en in (1.) giebt 

wo vir im» der Bezeichnung des Heramgebers d. J. bedient iiaben, weklier 

4. «(a + o)(tf + 2Ä)(» + 3a)....(Ä+(/i--I)o) SB («, + «)" 
setit. (S. BandTII. Beft 3. dies« Jeunuds.) Hiemaoh ist also 

(1,+!)« CS 1.2.3.4...... 

Ab Anwendung der Reihe (3.) nehmen wir an 

5. /(x+Ä)-./(«+Ä) = (x~«)r, 

wo f(x-\-h) kein a enthalten soll, y eine Fanerion ▼«» x, a^ hhXf und 
auch den Factor (r— o) in ii^nd einer posülren Potenz enthalten kann. 
Tergleidit nun diese Ausdrücke mit (1.)» indem man y dem y^ x — a 
dem X mtA f{x-\-h) — /(a-^h) dem s gleichstellt, und diCFerenaürt nach 
a, so verwandelt sich (3.) in 




26. Sthtlibaek, äbtr die TorrlorM*« Btihe, 275 



*•*"*" (T+t? '"5;?~+ (i,+i)- ^ \ — srzi — *;• 

Dias kt die Taylondie ReUie in flbrar anwendlMistwi Form. Um mir 
em BeMpiel davon xu gobon, so aelMn wir hssO, sohrdiMii n — ] statt 
n and dividireo «fie ganse Reiho doroli (»"— a)*; dann «riitBlit 

, 1 ^Ü/f . 1 a-* f fm'-fa\ 

tionale Functionen von dp simi) in Partiiniraishe nriegt w€fdeD> und man 

hat Fx sz (x^^ißY ypx f so kann mapi aetaen: 



Die Tergleiohung dieaer Reihe mit (7«) ergebt auf der Statte^ dab 
Irgend ein Z&Uer ji, £eser Partiaibriiche auagedrookt ward durah 

Es sei Zn Ba /^|u/ j ^t »ti zerlegen. Wir letzen 

Für 9?=s — 1 erhäk man hieraus nach (9.) sogleich die 3 Zähler 

3 > 9 > 27> 

welche zu den 3 entsprechenden Nennern 

(x+i)\ (x+l)% (^+i) 
g^uren« Der vierte^ zum Nenner r -—2 gehörige Zähler Andet sich eben 
so gleich Y7f daher ist 

2a:-^3 6 1 1,1 



(a?+l/la?— 2)~3(x+l>' 9(a4-l)* 27la'4.i) ^ 27(x— 2r 

In solchen und ahnlichen Fällen möchte vielleicht kein anderes Ter« 
fahren so schnell zum Ziele fuhren. 

Die höhern Differenziale eines zweiseitigen Products lassen sich be« 
kanatCdi binomisch entwickeln; es ist nemlich 

3«» 
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10. &^.xy=:zwdy+{^^dTd--^r+(j^^ 



Setzt man hier xss^ und y=s \^a| so kemmt: 

u. a.».=£2a^.+(^)a(^;)a-».+(^)V(pa-.».+....+a-(|i)..!«. 

Diese Reihe geht mit Riicksioht auf (9.) über in 

Durch diese Formel lassen sieh die spatern Zähler aus den sehen berech- 
neten frShern finden« Sie liefert die bduinnten Gleichungen: 

(Pa SÄ j^o 4^aj 



deren allgemeines Gesetz aber gewöhnlich nicht dargelegt wird« 
Berlin, im Juli 1833. 
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Theorie der Kettenbniche und ihre Einwendung. 

(Fortwtarang det Aofimtzea No. 1. im eisten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No. 30. im 
Tierten Hefte X. Bandes, No« 4. im ersten und No* 12. im zweiten Hefte dieses Bandes.) 

(Von dem Herrn Dr. Stem^ zu Gottiogeo.) 



93. 

Juagrange bat ein Mittel angegeben ^ die Theilnenner a^^ ^n+i n-B. w» 
von einer gewissen Grenze an zu finden, ohne dafii man die Wurzeln der 
entspreobenden Gleichungen 

(f> M = 0, Xi^n+i) = u. «. w. 

zu suchen braucht. Ein solches Mittel war bei seiner Methode um so 
noth wendiger 9 weil das Aufsuchen der Wurzeln gerade der schwierigste 
Theil derselben ist. Bei unserer Methode ist das Bedürfnils desselben 
freilich weniger (ubibary aber es kann doch mit grofsem Nutzen angewandt 
werden, weil man durch dasselbe, je weiter man in der Rechnung fort- 
geht, auch desto mehr Theilnenner durch eine einzige Opf'ratioD erhält, 
ohne die Wurzeln der diesen Theilnennern entsprechenden Glachungen 
suchen zu müssen. 

Diese Verbesserung Lagr an ge's besteht, genau betrachtet, in nichts 
Anderem, als in der Verbindung der Neu ton sehen Annaheningsmethode 
mit dem Gebrauche der Kettenbriiche , und leidet an derselben Unvoll« 
kommenheit, wie diese. Bduinntlich besteht das Wesentliche der Neu ton* 
sehen Methode in Folgendem. Kennt man schon einen Naherungswerth p 
der Wurzel einw Gleichung /(x) = 0, so setzt man x=s/»-{"^> wodurch 
man nach dem Taylorschen Lehrsätze die Glaciiung 

erh&lt, und wenn man die Glieder, in welcbm bfihere Potenzen Ton u) 
vorkommen, vernachlässigt, so hat man 

woraus man den neuen N&herungswerth 



erhSlt Auf Bhnlidie Weise kaim man rerfidbreiii wenn miii mitHSIfe 
der KettenbrSobe uhon dnen Nfiheniagswettb ge&mden haft^ um ein^i 
oder mehrere der folgenden aa finden« Man nehme an^ es eei ^ GM» 
chong /(x)s^d^+^i^'^+'*«**+^=0 gegeben, und man habe 
den IVäherangiweräi 

geüandeoD, der wahre W erth sei 
so dnd die GrSlsen 

ZW« anf einander lolgendeNäherungswerlhe Ton Mf nad der wahre Werth ist 
oder 



(i-'l* 



NentoBMhen Mediode findrt man aber, 
NShenmgsYrevdi 

/(l)«(f) 



£. 



v(f) * 



g 
Substituirt man nnn diesen TTerfli statt x in 0.), «o hat man 

' ' /(f)«(f) 

Dieser Werth Ton % kann nodi auf andere Weise ansgeAraeki werden« 
Substituirt man nemlich in der Gleiohuiig /(or) zs^ 0^ statt x den Werth 

" EidblL go erhalt man» nach gehöriger ReductioD. eine neue Gleidiung 

or + g y ^ ^ 

dereu Coeffioienten mit denen der Gkiobung %(x^i[)ssO nothwend^ 
identisob und. Man findet aber 
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• • • »* 



• « •• 



luMm nigt 
«s M «bar 



*(fMf) 



ffolglidi 



PS* 



1 / B' \ 



B* 



5. «=(m— 1)|- — -^^ 



Dies kt die Lagrangesdie (Legendresche) Formel« Terwandelt man 
den Wertb fod t; in einen Kettenbmoby so findet man bSerdurdl efa^n 
oder mehrere der auf c^^ folgenden Tbeilnenner* 

Das Neutonscbe nnd das darauf gegründete Lagrangesche Ter- 
fahren haben die Un Vollkommenheit ^ dals man Glieder Temachlassigt, 
deren Wertb mid Einflufii anf das Resultat man nicht kennt» und dieser 
Umstand ist bekanntlich gerade die Ursache» weswegen Lag ränge dieNeu* 
to n sdie Methode als unlNPauchbar verworfen bat *)• Freilich bat Lag rang e 
Mittel angegeben» wodurch man eine Grenze der vemacblassigsten Gr6(se 
bestimmen kann« Immer aber bleibt man darüber in Ungewilsheit» wie 
viel Theilnenner des Kettenbruchs» der den Wertb von z anhebt» auch 
dem wahren Wertb angeboren» Das Lagrangesche Verfahren ist aber» 
eben so wie das Neutonscbe» einer weiteren Ausbildung BÜdg» Hier- 
2u braucht man nur zwei Grenzen zu finden» zwischen weldien jedes« 
mal z eingeschlossen ist; entwickelt man die Werthe dieser Grenzen in 
Kettenbrnche» so geboren die ersten Thdinenner» die beiden gimemcbafit- 
lieh sind» nothwendig dem wahren Werthe von z an« Zur Auffindung 
dieser Grenzen fuhren folgende Betraditungen« 

04. 
Die Untersuchungen über die RealitSt der Wundb der GIddiung 
/(dr) = miissen uns» nach den froheren Erörterungen» wenn wirklidi 
reelle Wurzrfn vorhanden sind» jedesmal zu emer Gtsiehung ^(«;)35 



*) R^soh des ^quat. num, NoUV* 
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fohren, die 80 besdiaffen ist^ da& innerbelb der GrenzeD a^^ und ^» + 1 
nur Eine reelle Wurzel derselben liegt , wenn die Wurzeln nioht sobon 
in der Gieicbung f{x) .= »elbst gebmmt sind. Entwickelt man dann 

die neue Gldohung ;^ (jr„44) SS 0^ indem man x.s=4rn + eetzt^ somiifii 

diese letztere Gleichung eine und nur ^ne reelle Wurzel haben, die ^t 
ist; ist diese Wurzel zwischen den Grensen a„^i und ^nn-i + l enthalten^ 
so roiils die Zeidienreihe [Ojt^i^i] nur positive Zeidien enthalten ^ weil 
zwischen Cn^-i + 1 ^u^d oc keine Wurzel liegt : dag^en mub In der Zei« 
chenreihe [Or^-i] ein und nur ein Zeichenwechsel vorkommen. Eben so 
die folfiende Gleichung ^^(jp|M.2) = 0f die durch die Substituti<m x,ui.iSs 



a^i H entsteht^ eine und nur eine reeDe Wunel haben^ die ]>1 ist, 

und wenn diese zwischen den Grenzen a^^ und c,^^ -f* 1 eingeschlossen 
ist, so miife wieder [^»42+!] nur positive Zeichen, I^n+J einen Zeichen« 
Wechsel enthalten, u« s. w* fort. Man wird aber nothwendig an 
eine Gleichung i^(^„^;) == 

kommen 9 deren eimage reelle Wurzel zwischen den Grenzen a^^^ und 
Q^^j^X eingesdilossen ist, und die so beschaffen ist, dafs die Zei- 
ohenreihen nur in Hinsicht auf das letzt^e Zeichen verschie» 
den sind, so dais man 

f ^iH- J = . . . . + ^ — 
[a^,+ l] «.... + + + 

bat. Die Gleichung %(ar;,4.r) = ist n^nlidi, wie gesagt^ so besc^iafien, 
dals sich in der Zeichenreihe [^„+1] nur ein negatives Zeidien befindet, 
dem ein poMtives Zeichen folgt oder vorausgelit; entspricht nun dieses n^a- 

tive Zeichen z. B. der Function -4^~$ so folgt hieraus , dab die aus 
den dieser Function vorhergehenden Functionen gebildeten CMeiebun^en 

zwischen den Grenzen a^i nnd a^i *f 1 keine Wurzd haben, weil beide 
Zeichenrdben , wenn man sie nur bis zu diesen Functionen entwickeH^ 
nur positive Zeichen enthalten. P^egen werden die Gleichnngßn 

'<+i "^KlX ^^ ' 
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eben so wie %(Ä?n+i) = zwischen den Grenzen c^i und <»„+i + l eine 
Wurzel haben. Es könnte nun sein, dais die Gleichung x{ppn^d^=^^ init 
^ner oder mehreren der übrigen Gleichungen eine gemeinschAftUche Wur^ 

zel hatte, so dab z.B. x;(a) = 0, ^^ = und «*^^"'*^* . j wa>e; wir 

abstrahiren aber von diesem Falle, weil eine solche Wurzel bekanntlich 
leicht entdeckt werden kann, indem man den gemeinschaftlichen Factor 

von %(jp) und ^\ suchte Setzen wir daher voraus, dals der Werth 

der Wurzel der Gleichung x ip^n^i) = von den Wertheu der Wur- 
zeln der übrigen Gleichimgen verschieden ist, so ist klar, dafs man 
diesen Werth zwischen Grenzen a, ß einschlie&eu kann, zwischen weU 
eben keine der Wurzeln der übrigen Gleichungen liegt. Substituirt man 
daher statt o„^i und a„^x «f- 1 die engeren Grenzen a und ß, so müssen 
diese so beschaffen sein, dals die Zeichenreihen [a] und fß] nur in Hin- 
sieht auf das letzte Zeichen verschieden sind. Die Entwickelung der 
Wurzeln durch Kettenbrüche besteht aber gerade darin, dals man statt 
der gefundenen Grenzen a^^ und a^^^ -f* 1 nicht unmittelbar engere Gren« 

zen a, ß setzt, sondern allmShlig die Substitutionen x^i^=^a^i-\i"- — ^ 

x„^^ SS a^^^ -{ u. s. w. mischt. Ist man mm in der Entwickelung so 

weit gekommen, dals man 

bat, so muls die Gleichung F{a:j,^^^=^Op deren reelle Wurzeln zwisdien 
den Grenzen a„^r ^^d a„^.|.-{~l liegen, so beschaffen sein, dab die Zeichen« 
reihen [ün-k-Ä und [^;i+r + l] nur in Hinsicht auf das letzte Zeichen ver- 
schieden sind, so dafs dieses in [^n+r] negativ, in [pn^r^^ positiv ist, 
d. fa«, dafii die Gleichungen 

^f(£=±:) = 0, £!^^) =. u. .. w. 

zwisdieu den Grenzen a„^^ ynd a„4.r+l keine Wurzel haben. Denn 
hätte z. B. die Gleichung 

d* F{Xn^r ) _ Q 

zwischen diesen Grenzen eine Wurzel, so mülste auch die Gleichung« die 
dieser vorausgeht, 

CreUe's Joonml d. M. Bd. XI. Hft.2. 37 
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jzr,-~ = 0, 



zwischen den Grenzen a„.^^ -A und a^+n-i H rr ^o« Wurzel ha* 

l 

ben, da ja 5r„+r-i = ^n+r-i H gesetzt worden ist. Aus demselben 

Grunde roii&te die Wurzel der Gleichung ,i{^n^f^i _. ^ zwischen 

a„^r^2 + 1 wöd a^j^^n H 1 liegen, und würde man 

a„+r-l + -• fl/i+r— 1 "I" f-T 

diese Schlufsfolge fortsetzen, so Hinde man zuletzt, dals die Wurzel der 
Gleichung ^-^pi^ s zwischen 

*T^n+i + < : ««+2 + ....+ 1 : fl„+r) = » und 

l^(ör,+i + 1 : a„+o + + 1 : a„+0 = ß 

enthalten wäre, gegen die Voraussetzung. 

Sobald man aber an eine solche Gleichung iP(^„4.^) =£ gekonmicu 

ist, bei der die Zeiehenreihen nur in Absicht auf das letzte Zeichen ver« 

schieden sind, kann man die Rechnung ohne Aufsuchung der Wurzeln 

fortsetzen. 

95. 

Substituirt man nemlich statt x„^i die Werthe 

2. F(flr„+i + 1 : ö„+a + .... + 1 : <J^.+r+ 1)^ 

zwischen welchen der wahre Werth von Xj^j^.i liegt, so werden, nach dem 
Vorhergehenden, die diesen Werthen entsprechenden Zeichenreihen uiur in 
Hinsicht auf das letzte Zeichen rerschieden sein, weil die Gleichungen 

^^±1 = 0, ^p^ = u. s. w. 
zwischen diesen Grenzen keine Wurzeln haben ktinnen, da die Gleichungen 

""5 •— \/, r^ — , — - V/ U« 5« W# 

keine Wurzeln zwischen den Grenzen a^^^r tmd a^^ 4" 1 haben« Man be- 
zeiehne denjenigen der Werthe (1.) und (2.), der gröber als (r„^i ist, durch 

^, denjenigen, der klraier ist, durch — (und zwar wird der Werth (1.) 

g^lser oder kMner als ;r^i sein, je nachdem die Anzahl der Theilnenuer 
gerade oder ungerade ist). Ferner setae man 
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ond «s Ml der wahre Werth vod T„^t 

*«+! = ^(«n+i + 1 ♦• ff«+j + .... + 1 : (a„+^ + 1) — 1 : «,). 
Nimmt man nun an, dals der Wertfi (1.) kleiner als x^i, abo ss ■£• ist, 
so hat man 

und femer 

«. ^^o+i— «.j'-gO- 
Man kann aber, rennoge eines bekannten Theoi^ems, den Werth 
▼on Xn^i nooh auf andere Weise andeuten. Hat man nemlich eine Func- 
tion Xi»'\'y)f so kann diese auf folgende Weise entwickelt werden: 



WO u eine GrSfiie bedeutet^ die zwischen x und x^y liegt» die aber in 

jeder Gleichung einen anderen Werth hat. Setzt man daher x^^i ss -^ -f* ^^ 
so hat man 

%(jp«+i) =s % (-^ + w) = 0, 

oder 

wo u eine swischen -^ und -^ + 61) und daher audi zwischen -^ und ^ 
Hegende ZaU bedeutet, also 



K^) 



7 



Da aber sowohl — 7^ als auch — 7^ positive Grufsen sind • so mu& 
auch -4^ eine solche sein> da ia nach der Voraussetzung zwischen — 



♦) Lagrangt TraiU des foncU amaL art. 53. 

37 
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und ^ keine Wurzel der Gleiohunu , ^^^"+y — ; o Umt* und zwar mufs 

(>x(-) Sy(^) 

^ grS&cr als — ^( und kleiner ab -^ seio, weil ^^^^ zwi- 

_ l 

gehen den Grenzen -^ und ^^ immer wachsen mu&« indem nach der Tor- 

q q ' 

aiissetzung "^^^^~^ innerhalb dieser Grenzen immer positiv ist ; x i^f da- 
gegen Ist nach der Voraussetzung negativ. Setzt man daher 



X 



(-:) 



M = 111 



»" {^) ' 



4y 

so ist dieser Werth kleiner als der wahre Werth von gü^ und man hat daher 



Setzt man sp„^i ss ^ — oo, so findet man 

wo « wieder eine zwischen S: — o»). und ^ oder eine zwisdien — und ^ 



4ö 



fiesende Zahl bedeutet, und es ist 6a. =^ ; \ , : Zähler und Nenner dieses 
Bruches sind positive Groben» Setzt man daher 

ui sa —.-JE i 

so ist dieser Werth kleiner als der wahre Werth von 6ti,, und daher 



o« Ä^n+i ^ rr "* 



© ■ 

Aus den Formeln (3.) und (5.) folgt 



9 ^ 

^X 
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uDcl hieraus findet mao^ <la ;t^f^l negativ ist, 



7. .<_il|.E!i=£5-_J'v) 



Aus den Formeln (4») und (6«) folgt 

(r;)-^(ö 






also 



8. i.<?r + 



p_q—p q 



'^ ^^'^{9'fS) 



1 1 • 1 

da aber « + 1 = a-| — ist, so hat man z = j , und daher 

-^1 * j[ * 



1 i 



.1 1 ^ • /^iv 



Die Gleichungen (7.) und (0.) geben also zwei Grenzen, zwischen weichen 
z jedesmal eingeschlossen ist, und wenn man die beiden Werdie in Ketten- 
briiche (deren Theilziihler sammtlich ==: 1 sind) verwandelt, so gehören 
die ersten Theilnenner, die beiden gemeinschaftlich sind, nothi?endig dem 
wahren Werthe von z an« Hierdurch findet matt swei neue Naherungs-- 
werthe, zwischen welchen x„ enthalten ist, und mit welchen man wie 

mit den früheren — , --r verfahren kann, um wieder andere Näherungs- 

werthe zu finden. 

Es wurde bisher angenommen, dais 

ist, ist aber dieser Nälieruogswerth grulser, als Xn^i, also =:^, so mufs 



man statt der Formeln (7.) und (9«) zwei andere Formeln nehmen ^ denn 
man hat alsdann 

Terbindet man Formel (10.) und (5.) und Formel (IL) mit (6t) ^ ao 
findet man 



also 



^^© 



12. ;8,<il + 2^^.-74r^ 
od«* ^9 

13. *>J— r 



^©^(^)' 



1- 



^;^C<) 



g I P g-Pg 



' '" '^(=^)^(i) 



und 



06. 
Es nt aber nicht nöthig, nir BestimiBUDg des Werthes von z die 

GröfeeD ~r^rr9 J^ (^ ) > ^ (— ) hesonde» au hereohnen , vielmehr laBsen 

»ich die vorhergehenden Formelo so umformen, dals alle in denselben 
vorkommenden Grölsen schon berechnet sind. Betrachten wir zuerst die 
Formeln (7.), (8.), (9.), so sieht man sogleich, dafs der zweite Theil der 
Gleichung (8.) mit dem zweiten Theile der Gleichung (2.) in §• 93. fiber^ 
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einstimmt, weno man dort p^, 7' bezüglich statt p, ^, und — p\ -^f 
statt p^f ^ setzt, und man bat daher 

WO By Bi die Coefficienfen sind, die bezüglich den Potenzeu «r> «7""^ an* 
gehören, in der Gleichung^ die man nach gehöriger Reduction erhält^ wenn 

man in x(^n-^r)=^0 statt jc^^i den Werth ^— l—^, oder wenn man in 

der Gleichung F(x^r) == statt x«+, den Werth ö.+^ + 1 + -^ siihstituirt. 
Diese Gleichung ist 

^(«,+r + l)*r-^^^^^-* + .... = ö (§.88.), 

folglidi 

B = n«.^4 1). B. » - '-^^\ 
und 

Die Formel (9.) geht also in folgende über: 

Da nadi der Voraussetzung -^ kleiner ab ^»^u und daher ^ grölser als 
x„^i ist, so hat man 

/y-;,y^ = + l ($.16.), 

dagegen ^«^i^^iyO ^_i^ j^ l^^E^^^^. 

Hiernach folgt aus (15.) 

Ferner ist ans Formel (3.) des $. 93. ersichtlich, daJi» :« (^) = 4; = ^^2=±r^ 

ist 9 und nennt man C den numerischen Werth des CocIBcienten der Po- 
tenz z"^ itt der Gleichung, die aus F(x^r) ^= entspringt, w^nn man 

a^^-i — statt x^r substituirt, so hat man x(^j = — ~ = ^"^^ , da 
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X f ^j negatir ist« Substitiiirt man, mit Berücksichtigung dieser Bemerkun- 
geo, den Werth (18.) in der Formel (7«), so findet man: 



19. z<r ^^^""^-^^^ 



,m-i 



— F(«,+,)g.g« 

Die Formel (14.) stimmt mit der Formel (2.) des $.03. zusammen, wenn 
man dort überall />% ^^ statt p, <] setzt. Bfan hat daher 

(m^i)g° C. 

WO C = F(o„+.), C, = ^^^ ist, also 

Da , wenn diese Formel Statt hat , F(a„+i -{-.... -|- 1 : a^r) grölser wie 
^M-1 und =^ ist, so mufs v kleiner wie x„j^.i sein, und daher 

und da — = ^.T , ist, so hat man 
Hiernadi ist 



^^m 



^($)('"^-^9'h'=!^{'n9"-^^^,,'U. 



Daher verwandet sEob Formel (12.) in folgende: 

« F(a,+r+l)9' ^ o («,+,) F(a„+r)'/» 

und aus Formel (13.) wird 



Fafst man das Vorhergehende zusammen^ so findet man folgende practisohe 
Regel. Ist eine Gleicimng /(jt) ss gegeben^ die eine reelle, ewischen o 
und a-^-i liegende Wurzel hat, so leitet man aus dieser Gletehung, nacb 
frBber gegebenen Regeln , andere Gleichungen ab zur Bestimmung der 
Theilnenner a^y Oa »• »• w., bis man an eine Gleicbung ?^(ir^i)^== kcmunt| 
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deren einige redle Wurzel zwkdien den pnzen Zahlen a^i und ü„^i 4*1 
liegt» Oieee Gleidiung betrachte man alsdann als die ursprSnglioh gege- 
bene^ und leite aus ihr andere ab, bb man an eine Gleichung F(xy^r) =^ 
kommt 9 deren einzige reeUe Wurzel zwischen a^^r und a„^^4*l ^^^ 
und die so beschaffen ist^ dab [^n^r] und [a„+r + l] >>ur in Hinsicht auf 
das letzte Zeidien versdiieden sind. Man berechne alsdann die Gröise 

und die Gröfse 

welche = f oder =: 9^ ist. Je nadidem r eine ungerade oder gerade 2Sahl 
ist, und je nachdem das Eine oder das Andere der Fall ist, hat man 9^ as 

^ 4- 7 oder y = ^M- y*i die Grö&en FCo^) und ^^ müssen ohne- 
bin zur Bestimmung der Zeichenreihe, oder zur Bestimmung der auf 
F(jr;,^r)csO folgenden Gleichung berechnet sein* Beredmet man alsdann 
nodi, je nadidem F(a^^y u^^.^) = y* oder = f ist, entweder Mos F(a^r +1), 

oder die beiden GrOfsen i^(ön+r+l) und gd^^^jL!) > ^ ^ "^ *^He 

Stucke, die zur Bestimmung der Grenzen von z dienen* Hat man, ver^ 
möge dieser Grenzen , die neuen Theilnenner ^„.1^1 9 o^r^ • • • • ^n-^r^t ge« 
funden, so bildet man die Gleichung <P C^n^r^O = 0, und verfahrt mit die« 
ser wie mit der Gleichung F(a„^r) 3= 0, um neue Theilnenner zu finden^ 
Es kann zuweilen sein , dafs man an eine Gleichung F(x^r) = 
gekommen ist, und dennoch aus den gezogebeu Grenzen lär die erfor« 
derliche genauere Bestimmung des Werthes von z kein Resultat gewinnt, 
indem diese Grenzen so weit ausdnander liegen, dab sie gar keinen ge« 
mdnsdiaftlichen Theilnenner haben« In diesem Falle sucht man mit 
HiiUe des Theorems (J.) emen oder dnige der aut a„^y. folgenden Theil* 
nenner, und so kommt man bald an eine Gidchung, von welcher an die 
Grenzen von z immer mehr Theilnenner mit Sidderheit angeben ^ da diese 
Grenzen immer näher zusammenriidcen ^)« 

Es sd z.B« die Gleichung /(jr) =5: jr* — x^ — 2j?4'1=Ö g^g^hen, 
deren Wurzdn bekanntlieh 2 cos y , 2 cos -^ , 2 cos -y sind ; der Werth der 

^) Eine genauere Bestimmung der Convergenz der Aimaherung kenti leicht au« 
Analyst des ^quat. liv. 2. ort. 9. abgeleitet werden« 

Crette*! Journal d. M. Bd. XI. lUI.S. 38 
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ersten Wurzel wird durch Hülfe der Kettenbrnohe auf folgend«» W«>me ge- 
funden. Es ist 



diP 



3**~2dr —J, 



also "* "" 

6 4 11 

[2J = + + + + 
6 10 H 1. 

Hier eutHpricbt also die Gleiehung /(r) = da* Gleichung x (jp»+i) = 0, 

und mau hat ^^ . ^,2 

Eutvriekelt mau die folgende Gleichung, so hat man: 

/(Jr.)= ar^+ x:-2x,-l =0, 



C/OCj 



3arl+2ur.-2, 



und 






[i] = + + + - 

6 8 3 1 

[2] = + 4. + 4. 
6 14 14 7, 



also 



afi>T> <f "ud .!•> 1 4. 4 =s I , 

Die Gleichung /i(^>/ — entspricht der Gleichung t\x„^) «= ; hier ist alte 

«„+..= ! und '^=:y, _ = -^, L.==^. 

Mau muls daher zur Bestimmung der Grenzen von z die Formeln (20.) 

und (22.) an Virenden, also 

2.1.-1—3,1 



— 1.1 ''» 

1.1.7— 4.-1(3.1— -i.l) 



1.1.7-4.— 1 (.3.1 — Jj.l)— 2. t.7 



= ^1^==1 + 
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Da die beiden Grenzen kanen gem^ntohafitlieheD TheUnenner biben^ so 
entwickele man die folgende Glmohiing 






m = + ++- 

6 18 20.1 

[5] = + + + + 
6 24 41 29. 



Hier ist 



El^l £ — 1^.1 1 El — 11 



*+? 



daher mub man zur Bestimmung der Grenzen von z die Formeln (17.) 
und (19«) anwenden; man findet 

6.41—2.1.29 _ . .. , 
6.41—8.29 "" *"^+» 



^(41.6— 3.1.29) 6»+I.— 1.6« ,,. , 



Da aueh diese Grenzen noch nicht enge genag sind, so bilde man 

Gleichung : 

Mx,) « x\^20x]-9x, — l = 0, 






= Gor. — 40, 



und 



Hier ist 



ö 


-iL- ' ' 


-6, 














120] = 


+ + + - 
6 80 391 181 










f21J = 


+ + + 
G 80 473 


251. 






p" 

9' 


9 
~ 5» 


f«i+ 


1 


182 
101' 


9 


_191 
~106* 



Zur bestimmung der Grenzen von c müssen die Formelu (20.) uud (22.) 

38* 
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Aügewandlt werden, und man findet: 



18281 ^ o I 1 

3+ i 



H* 



48-f- 
^487028871 _ ^ , 1 

*-^ 21562 1065 ~~ "^oil 

*T~ 1 

luerdurch sind also vier neue Thölnenner, 2, 3, 1, 6, gewonnen. 

Die enteprecbenden NSherungswerthe .ind |g, ^, ^, ^. 

Die dem Theiinenner 6 entsprechende Gleichung ist: 

/. (x^) = 659 ar^ — 2540 x] — 4%1 x, — 2059 = 0, 

^^ =: 1677ar;~5080x,— 4961, 

dar, ' ' ' 

^^ = 3354 jp, — 5080, 






und 



= 3354, 

[6] = + + + ~ 
3354 15044 24931 2521 

[7] = 4- + + + 
3354 18398 41652 30491 

e! _ *6^* Z — ^3019 p^ _ 11345 
?"''"925'' j ~ 7225 • j'^WiSö"* 



Die Formeln (20.) und (22.) geben 
^ 161649694 _ ^^ . 1 

* "^ 15872216 ~ *'" - , i 

5-f- 



2+i 






^ 9683301444074499 _.. ■ I 2-| ^ 

* -^ 950794125692399 — *" + 77-1 2 -j r 

5+-—, 1 + 



2+i ^ ■ 19+ 

2 + - 



I4-— 
~2 
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Hierdurch sind 8 neue Thfiilnenner, 10, 5^ 2^ ?, 1^ 2^ 2^ 1« gewonnen. 
Entwiekek man die entsprechenden Nfiheniugswerthe^ so findet man, dab 

dem letcten Theilnenner 1 der Bruch ^2572427 ^'^^P»'^^^ ^^»^ vorherge* 

henden Theilnenner 2 entqiricht der Bruch H^^^ i der Unterschied 

annrisdhen dem wahren Wertfie der M^urzel und dem Nüherungswerthe 

^572^7 *^' ^^^^ kldner als (22572427^ '*'^ ^^^ ^^^ kleiner als 

1 

J2.28600781.40674108 ^^* ^^'^^ 

Wurde man die dem letzten Theilnenner 1 entsprechende Gleichung ab« 
Idten, so könnte man daraus wieder eine Menge neuer Theilnenner finden, 
und so dem Werthe der Wurzel noch Wel näher kommen« 

Fäbt man das in diesem Kapitel Gesagte zusammen, so findet man * 

1) dab die Methode der Entwickeluog der Wurzeln durch Ketten- 
briiche kdnesweges die Berechnung des kleinsten Unterschiedes der 
Wurzeln erheischt, 

2) dafii diese Methode kein wesentliches Element der Anal^^is ist^ 
sondern vielmehr uaendlich viele Methoden möglich sind, vermittebt 
welcher man sich d^u Werthe der Wurzeln nähern kann, 

3) dab diese Methoden alle genau sind, d, h« zwei Werthe gdben, 
zwi&chen welchen die Wurzel jedesmal entlialten ist, 

4) dab alle Methoden zugleich auf die Entdeckung der imaginairen 
Wurzeln führen, sobald man das Theorem C^.) zu Hiilfe ruft. 

B. Anwendung der recurrireiideB Reihen zur Auflosung der Gleichungen. 

00. 

Die AufloBui^ der Gleichungen vermittebt der Kettenbrtiohe, und die 
unendlich vielen änderen möglichen Auflösungsarten, von welchen die Rede 
war, beruhen alle auf der Anwendung des Theorems (^•), d. b. sie for- 
dern, dab man die Natur und die Grenzen der Wurzeln schon zum Vor- 
aus bestimmt habe, ehe man zur nShernden Berechnung der Wurzeln 
schreitet. Es wird daher nicht unpassend sein, zu zeigen, dab man eine 
andere Methode, oder eigentlich viele andere Methoden, zur Auflösung der 
Gleidiungen anwenden kann, die, ohne sich auf die Anwendung des Theo- 
rems (^0 zu gründen, dennoch die Natur und die Werthe der (reellen) 
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Wurxel% 80 graavi ab man es wSnsdi^ abgaben« Dia Baliaiidluiig Aasar 
Methoden bietet eio raiehas Feld von ünterauchungan dar; iah mob mich 
darauf besehrSokany hier nor dna denalban in der Kfirza an behandahu 
Ehe ich aber diese Methode erläntora^ ist ea nothig, eine Übersidit der 
friihem Leistungen au geben ^ aua wdchen sia erwachsen ist» Bekannt» 
lidb hat D« Bernonlli auerst geaeigt ^)f wie man siidi dar reo ur r ir en- 
den Reihen aur AulBndung der Wuraefai bedienen kann, indem er naab» 
wies 9 wie gewisse Funotiouen der Wunehi mit den Coeffieienien dar 
Gleichung durch ^ne recurrirende Beihe susammenbangen« Euler ^), 
der Bernoulli^s Ansicht mit aller ihm <digenen Klarheit aosfSlurto, a^g|a 
auch zugleich die Mangelhaftigkeft und besduränkta Anwendung diesea 
YerCsbrens. Man kann nemlich auf directem Wege durch dasselbe nur 
die grOlste und kleinste Wurzel finden, und swar nur in dem Falle, wenn 
sie reell sind« Die GrSlse der Wurzeln wird hier auf folgende Weise 
bestimmt: Man erhebt jede Wurzel zum Quadrat, und ordnet diese Qua- 
drate nach ihrer Griilse; dem groCseren Quadrat entspricht alsdann die 
gröbere Wurzel, und so kann man die Wurzeln nach ihrer Grobe ordnen* 
Befinden sich unter den Wurzeln auch imaginäre, so wird die Grobe der 
letzteren auf folgende Weise bestimmt; Man multiplicirt jedes Paar zu- 
sammengehörender imaginiirer Wurzeln mit einander, dieses Product ist 
immer reell; man vergleicht es mit den Quadraten der reellen Wurzeln; 
von dem Range, weichen es unter diesen einnimmt, hängt alsdann der 
Rang ab, welchen die zwei zusanunengehörenden imaginären Wurzeln in 
der Reihe der nach ihrer Grube geordneten Wurzeln einnehmen. Sobald 
die gröbten Wurzeln ein Paar imaginäre sind, so fährt Bernoulli's Me- 
thode zu keinem Resultate« Lagrange ^*^), der diese Methode mit eini« 
gen vortrefiflichen Bemerkungen bereichert bat, hat jedoch für ihre weitere 
Ausbildung nichts Wesentliches gethan. Auch Legendret) hat zu dem 
Bekannten nichts hinzugefügt, als die Bemerkung, dab man durch Um* 
bildung der Gleichungen laicht bewirken kann, dab irgend eine der Wnr^ 
zelu die grobte werde, so dab die BernouUische Methode «ir Berach* 
nung der Wertha aller Wurzahi angewandt werden könnte. Aber diese 



*) Conunent, acad» Petr» T. 3. 
♦•) Inirod. in anal» inßn. cap. 17. 
♦*♦) RAoL des equat. num, noted. 
f) Tbi-or. des nombres art, 113. 
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Utnbildimg fuhrt nothwendig lo weitllhtfigcii Rechoungen, und die Schwie« 
rigkeit wegen der imaginäres Wurzeln bleibt unerledigt. Iler Erste, wel* 
diem Duii> eine wabcbafte Fortbildung der Bernoviliscben Methode ver- 
dankt, ist Ifourier« Ein Abschnitf de$ zweiten, leider nicht erschienenen 
Theib seines Werkes: ^yAntUyse des ^tfuettions'' sollte eine ausführK«^ 
Behandlung dieser Methode enthalten; für jetzt ist nur Das bekannt, was 
er dariilier in dem Expa^ä sinopti^ut^) mitgetheilt hat« Nach diesem sind 
die Uanptresifltate folgende: Nennt man die Wurzeln, naefa ihrer GHifse 
geordnet , s, /, u, v^ u« s« w« ^ tmd nimmt zuerst an , daik alle Wurzeln 
reell sind, so kann man aus der gegebenen Gleichung reourrirende Reihen 
bilden, durch welche man, so nahe, als es verlangt wird, die Werthe von 
^, s.t, s.t^u U.S. w«, und daher auch die Wwthe jeder einzelnen War« 
ael, finden kannw Ist aber die gröiste Wutsei imaginär, d# h. nehmen zwei 
zusammengehörende imaginäre Wurzeln den ersten Rang ein, so giebt 
die erste Reihe, welche den Werth von s angeben solU gar kein Resul* 
tat; dagegen wird die zweite Reihe allerdings den Werth von s.t ange* 
ben. Ist die dritte M^urzel u reell, so erhalt man durch eine dritte Reihe 
das Product s.t.us ist n- imaginär, so giebt diese Reihe kein Resul- 
tat; dagegen erhfilt man &reh eine vierte Reihe den Werth des Produots 
s.t.u.v u. s. w.; es kann aber nie vorkommen, dab zwei auf einander 
folgende Reihen kein Resultat geben. Hierdurch wird also nicht bios der 
Werth aller reellen Wurzeln gefunden, s<mden» auch das Vorbandensem 
der imagmBren Wurzln entdeckt* Um aber den Werth der letztern zu 
finden, bildet man andere Reihen, welche nicht, wie die ersten, Naherungs- 
werthe der Producte, sondern vielmehr der Summeu der Wurzeln 
geben« Und indem man so Summe und Product je zweier imaginärer 
Wurzeln erfuhrt, findet man daraus die Werthe dieser Wurzeln. G^ourier 
hat den Beweis keines einzigen der hierher geliörendeo Satze mitgetheilt, 
auch nicht einmal angegeben, auf welche W oise die erforderlichen Reihen 
gebildet werden, zwei uusgenou^men, uemlsch diejenigen, die r.ur Bestim- 
mung von S'^t und s t dienen % aber auch von diesen ist die eine unrich« 
tit angegeben **). 



*) po^« 68 ff. Fourier hat im iAnr 1822 «ins AbhatidlaBfr tiber cf^nselben 
GsgSttstand der Akademie der Wissenschftfteo fiberreicht ^ es ist zu Iioüöd^ defs sie im 
Drack ersrheioC. 

•*) Vergl. Joaro. für die Alnth. Bd. pag. 
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Auf den ZkuiaimMDluiiig sswtsolieQ den CoelficaeDteii und gewnumi 
Functionen der Wuraeln beruht auch eine andere AuflösungsmetlKide» die 
Lagrange^) angegeben hat^ aber indem er fordert, dab jnan die höhe- 
ren Gieidbongen auf niedrigere surilaMahrC^ so wird eben dadurdi^ wie er 
tMlbst si^t^ die Methode, wegen der ?ielen weitlilufigen Opwationeo, £e sie 
fordert, unauftfnhrbar« 

Die hier folgende ftfethode Mt, was die leitende Idee und dte ein« 
seinen Eesidtate betriffk, mit der Fouriersdien durdiaus Identisoh; die 
Art, wie die dnzelnen Reiben gebildet wwden, ist bestinunt versdiieden^ 
wie man sehen daraus sdien kann, wenn man die Rdhen^ die das Pro» 
duqt und die Summe der zwei ersten Wurzeln geben, mit denjenigen, die 
Fourier gegeben hat, Tergleidbt» Ich glaube behaupten zu kennen, dab 
Fourier's Yer&Jiren viel bequemer in der Ausübung ist, dals dag^en 
das hier angegebene viel n&her liegt, weswegen es auch gewählt worden ist» 

100. 

Idi mub zuerst einige bekannte Lehrsätze anfahren. Es sei die 
gqjebene Gleichung 

wo ^1, ^^ u« 8« w. ganze Zahlen sind. Zur gröfiieren Einfachheit wird 
vorausgesetzt, dafs die Gleichung keine gleidben Wurzeln hat. Es seien 

die m Wurzeln dieser Gldchung , nach ihrer Grobe ( diesen Ausdnu^ in 
der friiher erwähnten Bedeutung genommen) geordnet» Ferner sei 

2a, = «^ -f- ^» 4" • • • • + ^w!» 
und allgemein bedeute S«^ die Summe der /2ten Potenzen atter Wur- 
zeln, so ist bekanntlidi 

2) Xa\ = --^|2äi — 2^,, 

4) 2< = — -^jS«;— ^n2aj — ^35*1— 4^^, 
so dals man vermittelst einer rccurrirenden Reihe, aus den Coefficieoten 
^1, J23 ^3 u. s« w., die Summen aller Potenzen der Wurzeln finden kann. 
Je grSber die Fotenas n ist, aufweiche man die Wuraseln erhebt, desto mehr 
wird auch a, im Vergleich mit der Summe der Potenzen ^J + «^ + •...+ cft 

*) RhoL des ^quaC note 10. 
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betragen» wenn «i reell ist^ man wir J ziilefzt an eine Potenz n kommen^ 
die 80 beschaffen ist^ dafs roan^ ohne merklichen FeMer zu hegten, 

setzen kann^ woraus alsdann a^ = --^-^ folgt. Bildet man eine recurri- 

rendeReihe^ deren Glieder S^i^ 2^1» ^^\ u- »• vr. sind^ und dividirt jedes 
Glied drirch das Torhergehende ^ so erhalt man den Werth von oli desto 
genauer, je weiter man die fieihe entwickelt; die Quotienten worden im* 
mer mehr und mehr gegen die Wurzel «i convergiren, man sagt daher, 
die Reihe sei ooovergent; sie soll in der Folge die Reihe (C) heiilsen« 
Dies ist die bekannte Bernoullische Regel. Man sieht^ dafs sie nur 
in dem Fall anwendbar ist, wenn «i reell ist; ist dagegen diese WuraBel 
imaginär, so kann natürlich «^ oder ot^^ nicht hinsichtlich der Grolse 
mit der Summe der übrigen Potenzen verglichen werden: daher wird 
auch die Reihe (C) in diesem Falle kein Resultat gebeui sondern diyergiren« 
Bildet man aus den Wurzeln alle Combiuationen , ohne Wieder- 
holung, zu zwei Elementen, und bezeichnet die Summe derselben durch 
2 «1 ^2 ; eben ko die Combinationen ohne Wiederholung zu drei Elo« 
meuten, und bezeichnet die Sunune derselben durch SaiO^^i u.s. w^ 
so hat man bekanntlich 

S Ax ^2 *^^ '^l > 2 Ä| »2 Ä^ Ä" —- -«3 , Z 9^ A2 ^3 ^4 ^* ^4 ^» ^ ^' 

Aber aus (!•) und (2.) folgt 

Substituirt mau in dieser Formel statt a^ , «2 • • • die /zten Potenzen «^ 9 ** • • •• 
80 hat man: ^ 22<.cc: = CS<r-S«r- 

Je gröfeer n ist, desto weniger wird die Summe der Bbrigen in 2«"«* 
enthaltenen Glieder gegen das erste «^.a^ betragen, und zwar sowohl, 
wenn ai , a . beide reeU, als auch, wenn beide imaginair sind, da auch im 
letzteren Falle das Product «x«2 »eW, und grölser als das Quadrat jeder 
reellen Wurzel, und um so mehr, als das Product zweier dieser Wurzdo 
kt« Ist daher n sehr grols, so kann man ohne merkKcheu Fehler 

2 «;; «; 5= 2 2«>: = (S<y — 2 <t\\ 

2<e7^*«f ^ = 22^+^«:;+^ = (2<+0'"2ä';-»-^ 
setzen , folglich ^ (2«^+*/ ^ 2«r+» 

Ccdle'« Jovrml d. M . Bd. XL ilft, 3. 39 
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Hieraus erhält man folgende Regel: 

Man bilde aus den Gliedern der Reihe (C) die neue Reihe 
(Q = (-Ta,)*—- ra% i^ay — ^a^.y {i:a]T—2:a![ u.».w., 
und dividire jedes Glied dieser neuen Reihe durch das vorhergehende^ so 
werden die Quotienten gegen die Grenze a^OLz eonvergiren; kennt man 
daher denWerth von ai durch die Reihe (C), so findet man aus (C) den 
Werth von ix^. Dies gilt jedoch nur fiir den Fall, wenn ai und a^ heide 
reell oder beide imaginair sind. Ist aber ai reell, 0&2 imaginairi so ist (C) 
zwar convergent, aber ((7i) divergent« 

Aus (1.), (2.), (3.) folgt: 

7. 2/d£a,a,a, = — 2.3J^^{S(i,y — 3i:at.S(i\ + 2Sa\. 
Substituirt man wieder statt ai , a2 , (£3 • • • . die /zten Potenzen dieser Wur- 
jBeln^ so hat man 

und man kann daher wieder, wenn n grof« genug ist, 

a1 al oT, — (-Ta^)' — 3 2:< £ a";" + L> -Tal'' , 
<+' . <+* . <+* = (2:<+0' — 3 -S<+» . i;a]"^' + 2 -Saf +^ 
setzen. Um also den Werth von a1.a2.a3 zu erfahren , bildet man aus 
den Gliedern der Reihe {€) eine neue Rrihe 

(C0 = (-Sax)*"— S-Tai.iTa^ + a-S'a», (-Sa^/ — 32ra^-^a♦ + 2-Sc^, 

(2'a^ )" — 3 :^a[ . £a!l + 2 2:a\ etc. , 
und dividirt jedes Glied durch das vorhergehende. Da man nun den 
Werth von ai^Os schon aus der Reihe (C\) erfahren hat, so erfährt man 
hieraus den Werth von a,. Nur in dem Falle, wenn o^ die erste eines 
Paares imaginairer Wurzehsi ist, convergirt die Reihe (C^), wtthrend (C2) 
divergirt. 

Aus (1.)^ (2.), (3.), (4.) ergiebt sioh: 

9. 2. 3. 42'a^. 02 •»3.04 =2.3,4^4 
=: (iai)* — 6(2:aO'i^ a'. f 8-Sai.2X — 6-rj + H£cO\ 

10. 2.3.4.2X-<-<*a: 
Ä(;?aO*~6(2X)^-^ar + «^<--^V; — 62'«*» + 3(-Saf)*; 
ist n sehr groDs, so kann man statt ^'a^.a^.a^.a^ auch blols a^.a||.a^.a^ 
setzen; bildet man daher eine Reihe (C\)^ deren allgemeines Glied 

(iPa;;)*-- 6 £((ilT . Sa\^ + 8 JPa^ JSaf — 6 -Sa*" + 3 {Sd^T 
ist, und dividurt jedes Glied durch das vorhergehende, so eonvergiren die 
Quotienten gegen den Werth ai.Os^a^.tli« Nur in dem Faltei wenn o&j 
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die erste zweier imagimirer Wurzeln ist, wird (C3) dtrergiren. Die bis- 
her entwideelten Sätze sind eiBzelne Fülle des folgenden allgemeinen. 
Man findet den Werth von ai • 0^2 • 063 • • • • ar auf folgende Weise« Es ist ^), 



.... + ^^^^=^'^^^^^(SaJ-*,(Salf 



• • •• 



Setzt man in (II.) statt a überall a% so erbalt man dne neue Formel^ welche 
den Werth von ifa'^.a^.a"*.««c^ in Funotionen Ton Saif £a] v» s. w« 
ausgedrückt angiebt; ist n grofii genug, so kann maui statt J?a'«a^«««« a^f 
blob a'l.al...0a!^ setzen, und daher aus den Gliedern der Reihe (C) eine 
andere Reihe (C^i) ableiten, die so besdiaffiBa ist, dais der Quotient je 
zweier auf einander folgender GHeder gegen den Werth ai.tx^.m^.ar oon« 
Tergprt> und diesem Werthe desto nüher kommt, |e wdter man in der 
Entwickelung fortgebt« Dies gilt jedoch nur fSr d«i FaR, wenn ai«as««ft.a^ 
reell ist; ist aber ai.(ii..0.ar imaginair^ so ist die Behauptung, dals die 
übrigen in J?a^.a"««««CK7 enthaltenen Glieder gegen das erste verschwindeD^ 
nidit femer anwendbar : die Reihe (C^ wird divergireB» Dagegen wird 
übet at«(i2«*%«a,.«ar4.i ein reeller Ausdruck sein, und daher^werden auch alle 
übrigen in ^a". a' ••• a]!« a^i enthaltenen Glieder gegen das erste a^« a^ ••• a% a^^-i 
Tcrsdiwinden , wenn n grofii genug genommen whrd; folglich wird auch 
^ne Reihe (C^) gebildet werden können, so dals die Quotienten je zweier 
ihrer auf dnander folgenden Gliedw g^en ai.a2*«*«<Zr4i conrergiren. 

Man hat also nun folgendes Resultat gewonnen« Sind alle Wur- 
zeln reell, so kann man aus der Rdhe (C) andere Reihen ableiten, die 
tKe Werthe von aiOs, tik^(h u«8#w« angeben, wodurch also die Werthe 
der dnzelnen Wurzeln gefunden werden« Knd aber unter den Wtnrzcte 
imagmaire, so werden die Reihen, die einem Prodncte ai.o^.m^.ar eat^ 
sprechen, dessen letzter Factor Or imaginair ist, divergiren, dagegen aber 
wird die folgende Reihe, die dem Producte ai«(if»..a^i entspricht, con* 
vergiren; niemals aber kann es unter diesen Umstanden vorkommen, 
^fn zwei auf einander folgende R^en dirergiren» Sobald man also 



^ Wariog meditai. algebr. pgA3. 
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sieht 9 dals von zwei auf einander folgenden Reüien eine divergent, <Jio 
andere convergent ist, so weils man^ dais die Gleicluing zwei imagiiiairo 
Wurzeln hat. 

Hieraus folgf, dals diese Methode, so weit sie bisher entwiekelt 
ist, schon die Werthe aller reellen Wurzeln augiebt, und zugleich die 
imaginairen Wurzeln mit Leichtigkeit entdecken lehrt. Sie leistet also 
mehr als die Lag ränge sehe Methode, und eben so viel als die Methoden, 
die sich auf das Thorcm {J) gründen. Um dies zuerst durch einige Bei- 
spiele zu erläutern, soll die Gleiclnju};: 

ar^ — 7jc 4-7 = 
aufgelöst werden. Hier hat man 

123* 50 7 » 010 

(O == 0, 14, —21, 98, —245, 833, —2401, 754Ü, —22638, 69629, 

— 211288, 6458(i9 , 

wo die Zeiger 1, 2, 3 . • • • andeuten, dais die darunter si^enden Zahlen 
den Grüften ^ctiy ^ a] , S a^ • • • • entsprechen« Die Quotienten der ReHie 
{C) convergiren, und man bat daher nüherui^s weise 

^^ — —211288 — "" ^jyj^O . . . . 

Ferner ist 

(C) t=»— 14, 98, —402, 2058, — %04, 48020. ... 

«^^ • _ 48020 _ . 

und _5 

^= zr3;o56 = *>^^^--^'J 

femer ist ^ ^ ^ <^ '7 

also y 

Die Gleichung bat also drei reelle Wuraeln, wovon eine zwischen — 3 
und — 4, zwei zwischen 1 und 2 Hegen. Diese Resultate fttiomen mit 
den in $• 89. gefundenen zusammen. 

Sei ferner die Gleichung 

«' + ^ + ^— 2a?^ + ?j7— IssO 
gegeben. Hier ist 

(C) « —1, ~i, 8, —17, 14, 20, — 8«, 135,' — 55, —276, 791, 

12 13 14 15 16 17 18 19 SO 

— 980, —118, 3177, —6877, 6215, 6272, —32713, 55802, -^29852 
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— 97705, 31()869, — 4l7'l75, 2&n, 1178039, —2758224, 2778218, 
1866085, —12490417, 22875255, —14967328, —33842713, 121407470, 

34 3:. 36 37 ie 30 

-175740340, 3«V457355,431&16023, -1099411711, 1219398548, 488990159, 

10 41 42 43 44 

—4731386820, 931 1833202, —7140674871, —11392513741, 47108618815, 

4r> 40 «7 4H 

— 73352508040, 27052044687, 156162053594, —435528865732, 

49 50 51 52 

527284536407, 93111839099, —1776726169471, 3765403188244, 

S3 64 55 Sfi 

-3292551279121, -3685243389856, 18155165223506, -30362556937851..., 

Diese Reihe dirergirt. Feroer hat man 

(CO = 2, 18, 44, 154, 472, 1380, 4048, 12010, 35738, 106028, . .. • 

3842305445032, 11403238645380, 33844830165076, .;.. 
Diese Reihe convergirt, die Gleichung hat also zwei imaginaire Wurzeln, 
und es ist deren Product »sibernngsweise 

33844830165076 ^ orft/jni 



Man entwickele nun die dritte Reihe 

(C,) = 12, —12, — 78, 12, —816, 1374, 600 ... . 
INese Reibe divergirt. Die vierte Reihe dagegen ist 
(Cj)== 48, 0, —24, 96, 408, 648, 552, 288, 624, 2280, 4800, 6504, 

6600, 7896 .... 
Dioe Reihe convergirt, die Gleichung hat also noch zwei iniaginaire Wur« 
mIo^ und es ist das Product der vier ersten Wurzeln 

7895 A ^t\a 

die letale Wurzd 0$ ist reell, und zwar ist 

Die Gleichung bat also nur eine reelle Wurzel, die zwischen und 1 
liegt, wie schon (f. 92*) gefunden wurde. 

lOL 

Es ist noch übrig, zu zeigen, wie man die Werthe der imaginäirw 

Wurzeln finden kann. Die Behandlung dieses Gegenstandes ist um so 

wichtiger, da er bisher von den Mathematikern ziemlich vemacblnssigt 

worden ist^), und alle Mittel, die man bis jetzt zur Auffindung dieser 

*) fitaa vergl. iheorie des nomh, art, HGj 
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Werdie vorgesdilagen bat, zaietzt auf ein uinicberes Probiren surfid^- 
kommeD, so dafi die folgende Methode wohl die erste iat, welche diese 
Aufgabe direct lost, und zugleich so genaue Werthe ^bt^ ab man ea 
wBnsdit« Die Idee, auf welchw diese Methode beruht^ ist folgeiide. Im 
Torhwgehenden yrurde gezeigt, wie man Reiben (C^), (C^), (C|) u«s«w. 
bilden kann, deren /ites Glied, wenn n grols genug genommen wird, be« 
zuglich den Werth Ton a*.a]|, ttT*^s*^t9 a^.a'.cc^.o^..*. anigiebt^ Kann 
man nun andere Reihen (i>i), (A), (fi^ •»•• bilden ^ deren ivlea Glied 
den Werlhen von 

(ai+a2)K-0, (ai+a2 + a3)«.a;.a;), (ai + a2 + a3 + a»)«.a:.<.a^) 
entspricht, so erhält man, indem man das /ite Glied der Reihe (JD^ durch 
das /2te Glied der Reihe (C|) dividirt, den Werth von ai + ^> ^^^ ®ben so 
erhalt man, wenn man das nie Glied der Reibe (A)» (A) u. s. w. bezüglich 
durch das /ite Glied der Reihe (CJ, (C,) u. s« w. dividirt, die Werthe von 
ax + <3^2+^3> <^i + ^ + ^ + ^ u*s* w* Ans den Reihen (C^), {C^ u«s«w» 
haben sich aber schon die Werthe von (EtOs, Hith^i aiO^o^ok u*s«w« 
ergeben. Man kennt daher Summe und Product der zwei, drei^ vier 
u« s. w* ersten Wurzeln, woraus man Summe und Prodnot jeder zwei 
aufeinander folgender Wurzeln finden kann« Sind daher zwtt aokbn 
Wurzeln imaginair, so findet man ihren Werth aus dem bekannten Werthe 
TOD Summe und Product« 

Die Reihen (A)> iP^9 iP^ u. s. w«, sind aber leicht ans den Glie- 
deru der Reihe (C) zu bilden« Man erhebe alle Wnrzehi auf die nie P<^ 
teuz, und bilde aus den Elementen «' , a' • • • • 0^ alle Combinationen, ohne 
Wiederholung, zu zwei Elementen, und multipficire jedea Produet a^.a^ 
mit der Summe a^ + ^3> ^ Summe aller auf diese Weise entstehenden 
Glieder werde durch i?(ai + %)<'^i^ angedeutet; eben so beneichne 
^{di-V On^ a^a![al(i\ die Summe der Glieder, welche man erhalt, wenn 
man aus den zur /2ten Potenz erhobenen Wurzeln alle Comlunationen oime 
Wiederholung zu drei Elementen bildet, und jedes Product durch die 
Summe der darin enthaltenen Wurzeln multiplicirt u* s« w« Alsdann hat man 

12. -S(ai + a2X.a; = Sa'^^.Sd'l—Saf^'. 
Nimmt man n grols genug, so wird jedes der übrigen hiv^(ai + tt2)a^.a^ 
enthaltenen Glieder gegen das erste (cKi + osa) a^ . o^ g^nz unbedeutend sein, 
und man wird dabw n so grols annehmen können, diiJs man, ohne zaerk» 
liehen Fehler zu begehen. 
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(ai+a»)aX == -SaT*-'. Jea?— JPa',"+' 
•etsen kano« Bildet man also eine Reihe 

und dividirt das nte Glied derseibeo durch das nte Glied der Reibe (Q^ 
so wird der Quotient aich dem Werthe «((»1 + ^2) desto mehr uähern, je 
grüfser n genommen wird. Dies gilt jedoch nur fSr den Fall, wenn cLg 
und Ol beide reell oder beide imaginair sind ; ist aber cki reell^ 0^ imaginair^ 
so wird die Reihe (/>i) divergiren. 

Ferner hat man ,3^ 2:?(a,+ a.+ a3)a».a:.a: 
^ SaT^' . {SaXf — (2 -Tal""*"' . -2"«^ + -Ta^" ..-^^a^^O + 2 JSaf +^ 
Ist /? grofs genüge so kann man statt ^S'Ctti + (K2 + %) <k? • ^ü • ft, auch blob 
(o&i + a2 + tt3)o("*a|| oe^ Mtzen; bildet man daher eine Reihe (J)^)^ deren 
allgemeines Glied J?a;+^(JSa^)'— (2J^a';+^2'a7 +2:a',\-ra^+*) + 2JSa^ 
ist^ und diridirt das /ite Crlied dieser Reihe duriA das /ite Glied der Reihe 
{C^y so Wird der Quotient sich dem Werthe JCai + Oj + aa) desto mehr 
nähern^ je gröfser n ist. Ausgenommen ist der Fall^ wenn o, die erste 
zweier imaginairer Wurzeln ist^ weil alsdann die Reibe {Di) eben so wie 
die Reihe (C,) kein Resultat giebt. 
Weiter findet man 

14. 2.3.-r(ai + a2 + aj + a4X.a^a7.a* 
«s ^aT«-^ . {Say ^ (3 -S<"+' . (-SO' + 2 2^af . 2' a^+* . Sa?) 

+ 2 (3 JSä^'^^ . -Sa: + -2^'^- -S-a;-^') — 2 . 3 2'a*''+* + 2 -ra';+' . 2^<. 
Nimmt man n grob genug, so kann man statt 2'(<^j + ^ + 0&3 + o«) a^ . a, . a;. a^ 
blols (tti + «2 + 0^3 + 0^4) aj.aj.a".«: setzen; bildet mau daher eine Reihe 
{D^)y deren /ztes Glied der zweite Theil der Gleichung (14.) ist, so nähert 
sich der Quotient, den man erhält, wenn man das nie Glied dieser Reihe 
durdi das nte Glied der Reibe (C3) dividirt, dem Werthe 4 (^i + ^ + <i3 + ^) 
desto mehri je grolser n ist; ausgenommen ist jedoch wieder der Fall^ 
wenn a^ die erste zweier zusammengehörender imaginairer Wurzeln ist* 
Wir wiirden auf ähnliche Weise zeigen können^ wie man allgemein eine 
Reihe bilden kann^ deren nte» Glied 

Ä 2.3....r~l-S(a, + a2+.... + a;.)a^a;....a; 

ist, woraus alsdann der Werth von (oti + Oj + .... + *r) aj . aj .... a^ gefunden 
wird, begnngen uns aber, der Kürze halber^ auf ein schon angeführtes Werk^) 

*) W a r i n g mtditat anatyi. probt. 3. pag, 8. 
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zu Tcrweisen, aus welchem die erwfihnte Reihe leicht gefunden werden kann^ 
und bemerken nur noch, dal» hier, ehim 80 wie bei den Reihen (C), (Ci% 
(C\)j . . . . , nie zwei auf Miander folgende Reih&at divergent aein kSmieo«] 

lOSL 
In $. 100. wurde gefunden, daß; die Gleichung 

a?* + jc*-f Ä?*— ajc' + Si;— 1=0 
als fMte Wurzeln zwei imeginair« hat« es soll deren Werth gefunden werdan« 
Aus der dort gefundenen Reibe (C) leke man die Reihe (A) ab^ 
Man findet 
(DO = — 7, —22, —51, —183, —511, —1582, —4598, —13697^ 

— 40622, —120611, ..•., —12970774286976. 
Die Zahl — 12970774286976 ist 278te Glied der Reihe (A); das 27at6 
Glied der Reihe (C,) ist =? 11403238645380, man hat daher 

. ^ — 12970774>86976 o o-^aöoö 

Äi + o^ = 2 . — .^-^^^g-jgjg^ SS — 2,2/49284 

Terbindet man diesen Werth mit dem schon gefundenen 

ai • 02 = 2,968001, 
so erliült man als M'^erth der zw<4 imaginairen Wurzeln 

— 1,137464 ± vTC— 1,674177) = — 1,137464 ± 1,2939 v^(— 1). 
Die letzte Wurzel a^ ist, wie früher gefunden wurde, reell und = 0,852842« 
Nun hat man 

(ax + ai + aa + a^ + Os)«- 1, 

CLi Ct-i C63 OL^ CS5 = 1 • 

Substituirt man in diesen zwd Gleichungen die Wertfie von a^, 0&2, 05, 
MO fiadet man ^^^^ 0,422086, 

4 

^^•*^ ^ 2,5312359 = 0,395064, 

hieraus findet man die ^Verthe der zwei imaginair^i Wurzeln o»» et«, 
0,311043 + /•(— 0,350525) = 0,211043 ±0,5920516 v^(—l). 

Directer, aber weniger bequem, htttte man den Werth Ton a^, et« fiadsD 

können, wenn man die Reihe (£>j) gebildet hatte. 

Um noch ein Reispiel der Anwendmig des Vorhergehmiden cur 

Auffindung der Wert he der imaginairen Wurzeln zu geben, soll die Gleiobiiiig 

X*— ÄT + l =0 

aufgelost werden, die Legendre*) behandelt hat. Man findet 

♦) Th/or. des nomir. ort. 118. 
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I S 3 4 6 6 1 $ 9 tfk •U tt 13 U 15 

(C) 8 0, 0, 3, —4, 0, 3, ~7, 4, 3, 10^ 11, ~1, ~13, 21, — U, 
toiT ttiBse n n n m« m vt » 

— 12, 34, —33, 0, 46j^ — 67, 33, 46^, — 113| 100^ 13, —159, 213^ 

29 3() 31 '32 9f3 3« 35 St 37 38 39 

— 87, —172, 372, --300^ —85, 544^ —672, 21Js 629, —1216, 887, 

40 41 

414, 1845 
(C) = 0, 4, 6, 12, 10, 10, 28, 28, 42, 54, ^8, 114, 156, 228, 316, 

444, 610, 8T4, 1216, 1702.; 
Die zMve\ ersten TTin^fai sind also imafiiMur, und man findet ab IWhe« 
rungswerthe 

Man setze daher ^ ^ ^ ^ 

Ferner ist 

(ü^) =_3, 3, —5, —7, — 11, — 8, —16, ~ ^2, —30, —43, —3?, 
— 87, -.-1*4, —165, —228, —323, —450, —629, — 8S7, —1237, 

^ <*,+«,« ^ ^^/^'^ «: - .- 1,453584. 

Hieraus findet man, als Werth der xwei ersten Wuizeln ccj, O), 

— 0,726792 ± 0,935634 /•(— 1% 
Die Werthe der zwei anderen Wurzeln, «3, et«, findet man aus den Glei- 
chungen ^^^^^^^^ tts + Ol = 1,453584, 

worauK man die Wertbe 0,726792 + 0,4313455 /(—l) erhalt; statt die- 
ser Werüie hat Legendre 0,727136 + 0,430014 /"(—l). 

103. 

Indem ich mir eine ausfnhrKchere B^handhmg des Zusammenhaiijis 
zwischen den reeurrlrenden Rclhon und den Wurzeln der Oieichuugeu 
auf eine andtTe <>elegenheit aull>ewahren muls, fSge ich nur noch folgende 
Bemr.rkuiigen hinzu. 

1. Ans derselben Idee, auf weldier £e fai dien vorigen $§. gelehrte 
Methode bertiht, lassen sich eine ftlenge anderer ähnlieher Methoden ab- 
leiten« Es wurden nemlich dort Reihen gebildet, deren nt«s Glied sms 
a" . a^ •... a;> und andere, der» «tes Glied xcs (cfci+ cfe+. •••-*- (/v) a^ ^ 
ist, wodtirch Summe un4 Produot der r Wurzeln aia2.*m*<tr gefunden 
wurden. Man steht aber leicht, ^Is man denselben Zweck erreiclie^i kann, 
wenn man Reihen bildet, deren /ites Glied = <p (a^ , x&i , • • • « ck.) a;'.a^ •••«<, 
und andw deren «te» Glied = ^ («i, Oj # • t a,) («1+ a^ + • • . -f- ä.) cf"* • «^ . . • c; 



306 27« Stern, Theorie der KMenhrwhe. 

ist, wo <P(csx)0(2«««»ar) eine FiinctioB der ersten rWuraseln bedeutet, in 
der 810 alle auf gleiche Weise enthalten sind« Solofae Reihoi lassen sich 
aber wirklich auf mannichfaltige Weise bilden , mid ta iund ddher aucfi 
inani)ichfaltigc Auflösuogsniethaden miighch« So z. B. . hätte man um die 
IVo^liicte der Wurzeln zu finden , statt der Reihen (C^ (C^ u.s. w. auch 
flio ß/Mlien (D^y (D^ u.s«w. anwenden können , weil, wenn man jedes 
Giicxl der letzteren Reihen durch das vorhergehende dividirt, der Quo* 
tient sich ebenialls den. Producten ai.Osi a^^a^.d^ u.s* w« nSbert« 

n. Ton den Reiben {C^\ (G^) • • • • ist jede folgende mShseliger 
SU bilden, als die vorhergehende^ \m\ die Glieder jeder spateren Reihe 
zusninnieiigesetzter sind, als die einer früheren« bt daher die gegebene 
Gloichnug von hohem Grade, so kann die Berechnung der Reihen sehr 
nrnständüch werden. Man kann sich aber die Miihe sehr erieichfcm. 
Ist nemlich eine Gleleluuig vom 2 77/ten Grade 

gogeben^ so braucht man nicht aus der ersten Reihe {C)^ 2 m — 1 andere 
Reiben (C;), (C'2) ••••(Cj^.^j), und 2m — 1 andere (D^), (Ö2) • • • • ösm-i 
abspiletten, sondern man leite aus der ersten (C) nur m — iReihen (Cx), 
(C2) • • . • Cm-i> wöd m— 1 andere (Z),), (J).^ .... (0«i-i) abj hierdurch ery- 
fuhrt man die Werthe der ersten mM^irzeln, ai(tz....a^. Um alsdann 
den Werth der folgenden 17? Wurzeln zu erfahren, «ubstiluire man in 

der gegebenen Gleichung statt jp den Werth — • Hierdurch erhält man 

eine n«nio Gleichung vom 2 mten Grade, in der y die unbekannte Grölse 
ist. Man suche nun wieder mit Hülfe der recurrirenden Reihen die m 
ersten Wurzehi dieser Gleichung: kennt man diese, so kennt man auch 
die m letzten Wurzeln der ersten Gleichung, da, vermöge der Gleichung 

d? SC3 ^, den grOfsten Werthen von y die kleinsten Werthe von x entsprechen. 

III» Durch Umbildung der gegebenen Gleiehungen in andere kann 
man oO Reihen erhalten, die viel schneller eonrergiren, als diejenigen, 
die man aus den ur8priinglichen Gleichungen erhalt, wie schon Euler 
hinsichtlich der Reihe (C) gezeigt hat. Man wird sich alier durch Ver« 
^leichung sehr bald überzeugen, dals die Methoden, die auf Anwendung 
des Theorems (A) beruhen, viel bequemer sind, ab die Methode der 
recurrirenden Reihen, soboM es nur darauf ankommt, die Werthe der 

rCcHen Wurzela zu (indon. (Der Sdilufs folgt im nücbstcn Hefte.) 
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12 3 4 6 6 7 8 9 »> «U . la 13 H 15 

(C) « 0, 0, 3, —4, 0, 3, ~7, 4, 3, iO^ U, ~1, ~13, 2t, — t?» 

tO IT tt 19 se ai 21 » M « M «7 » 

— 12, 34, —33, 0, 46j^ — 67, 33, 46^, —113, 100^ 13, —159, 213^ 

HO 30 31 *32 9d 3« 35 39 37 38 39 

— 87, —172, 372, -^300^ —85, 544^ —672, 21Js 629, —1216, 887, 

40 41 

414, 1845 
(C) = 0, 4, f., 12, 10, 10, 28, 28, 42, 54, ^8, 114, 156, 228, 316, 

444, 610, 87*3 121^ 1702.; 
Die zMve\ ersten WWaBein sind also ima^nAir , und man findet ab JXfShi^ 

rungs^verthe 

8'* 4 jo 1**8 4 ^^^ 1702 4 ^oii 

^^^ ~r>fö~^>*^'"**> Äia2 = -g7J-= 1,402, aia,»j^== 1,399. 
'Man setze daher ^ ^ ^ ^ 

Ferner ist 

(ö^; =~3, j, —5, —7, — 11, —8, —16, ~ ?2, —30, —43, —5?, 
— 87, -.- j*l, —165, —228, — 3'A —450,-629, —887, —1237, 

^ <*,+«,«- ?j /g'' «= - .. 1,453584. 

Hieraus findet man, als Werth der xvi^ei ersten Wmzeln ccj, O), 

— 0,726792 + 0,935634 /•(— l)t 
Die Werthe der zwei anderen Wurzeln, «3, et«, findet ffien atis denGIek 
chungen ^^^^^^.^^ a, + o* = 1,453584, 

worauK man die Wertbe 0,726792 + 0,4313455 /(—l) erhalt; statt die- 
ser Wertbe hat Legendre 0,727136 + 0,430014 /"(—l). 

103. 

Indem ich mir eine ausf&hrKchere B^handhmg des Zusammenhangs 
zwischen den reeurrirenden Rclhou und den Wurzeln der Oieichuugeu 
auf eine andere <>elegenheii aul'bewahren muls, füge ich nur nodb folgende 
Bemerl^ 'Jiigon hinzu. 

1. Aus derselben Idee, auf weldier £e iq den vorigen $§. gelehrte 
Methode beruht, lassen sich eine ftlenge anderer ähnHdier Methoden ab- 
leiten« Es wurden nemlich dort Reihen gebildet, deren nim Glied sms 
a".a^«.«-ot;, und andere, deren 'itcsGIied xBc(cfc|-}-aa-4-....4-(/v)a^.cr%...ar 
bt, wodtirch Summe und Produot der r Wurzeln aia2.*m*<tr gefunden 
wurden. Man steht aber leicht» dab man dousdben Zweck erreiclie^i kann, 
wenn man Reihen bildet, deren /ites Glied =(p(ax,/9&2, •••« a..)cr;;«t)c^««««a;', 
und aDfüffr- deren nlfm Glied = ^ («i, a. • • • a,) (ai+ a^ + •..+•«.) c?'| •«%•• c; 

OrM O.. • •» M r>.I \l. Hft.3, 40 



306 29. Auf gaben. 

29- 
Aufgaben. 



j. 1. 

lliiD schwerer Körper bewegt sich, mit gleichförmiger Gescbwmcügkeit, 
auf erner Liuie fort, die <ler Durchschnitt einer Ebene durch den MitteU 
punct der Erde mit der Oberfläche der Erde (des ruhigen Meeres) ist. 
Wie wird sich dleKraft^ mit w^icbor der bewegte Körper dieBalm^ wob* 
rend seiner Bewegung, drückt, zut Schwer« ?erbaltenr 

2. 

I. In w fern ein geradlinlgei PoFrgon in allen F9IIen durch 
Länge und Lage der Perpendikel aus einem festen PurK^te niif die & 
volistämlig bestimmt wird: die Seiten^ Winkel und den Flächen-Inhalt des 
Felygous durch jene Bestimmungsstnck^ ausasudrilcken, auch die Bedingun- 
gen zwischen den Bestimmungsstiicken in den drei i>esonderen Fällen an- 
zugeben: wenn die Ecken des Polygons in einem and demaelbein Kreise 
liegen: wenn seine Seiten Ton einem und demselben Kreise berührt wer« 
den, und wenn Beides zugleich der Fall ist* 

II. In so fern ein von Ebenen umschlossenes Polyeder in allen 
Fällen durch die Länga «lud Lage der Perpendikel aus einem festen Puuct 
auf die Seiten-Ebenen vollständig bestimmt wird : die Kanten, die Winkel 
zwischen den Kanten in den SeitenflScheu, die Wiukel, welche die Seiten-« 
fluchen mit einander machen , und den körperlichen Inhalt des Polyedern 
dürdi |ene Bestimtnuugsstucke auszndrHckto , auch die Bedingungen zwi« 

^ sehen den Bestimmungsstiicken in den sieben besondern Fällen anzugeben ; 
wenn die Ecken des Polyeders in einer und derselben Kugelfluche lieg(>tu 
wenn eine und dieselbe Kugeifläche alle Seiten » Ebenen zugleich berührt, 
wenn eine und dieselbe Kugelfläche alle Kanten zugleich berührti und wenn 

'^ je zwei tou diesen drei Umständeui oder alle drei igleich Statt finden 



r«« 



Druckfehler im 2ten Hefte dieses Bandes« 

Pag. 193. Ijti.25. loco g^x'^sgx Isf. ^*«=3jiw 

— 1^5. — 10. 1. imaginaria hg. imaginaria 

— — 1« araiiit [«g. aradat 

n n 

16. I. ^r^^^(^.*r^^jr^J i ^ar=[/(a.|^ + i-a:'«) 

— — — 18. K §'^^ X SS g^ X :s: 0it. lag. g^^x^sig^gxss etc. 

n 

— — — 24. I. y^<;«|/r(a-fto">«te» Icf. y*rf«fj/[(a+''r") et« 

— — — 3t. 1. c»(l— frn+f« I«e. c"(l— iTn+fr^x" 

— lim. — 19. 1. =4 i«|. s=| 

— — — 2ii. 1. ibidem l«g. itidem 

— 197- — * 4. 1. >uppeditat leg. suppcditet. 
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30. 

Note zur Theorie der Convergenz und Divergenz 

der Reihen. 

(VoD dem Herrn Prof. J. L. Raabe zu Züricli.) 



Im 10. Bande der Zeitschrift für Mathematik und Physik, redi^ von 
Ettiugshaiisen und Baumgärtuer, habe ich folgenden Lehrsatz be- 
wieken. 

^^WcDB u^ das allgemeine Glied einer Reihe voratellt^ und die Grenw 

,,de8 Ausdruckes nl~ 1] beim unendlich srofs werden von n gleich 

y^k ist^ so convergirt oder divergirt die in Rede stehende Reihe, je nach- 
9, dem i grölser oder kleiner als die Einhat ist/' 

Dieses Theorem kann man mit Eifolg anwenden, um zwei Reihen^ 
von denen das allgemeine Glied der Fknen eine Function des der Andern 
ist, riicksiohtlich ihrer Convergenz odi^r Divergenz zu vergleiehen« 

In der That sei £/,, das allgemeine Glied der einen Reihe, und /(Un) 
stelle das allgemeine Glied der andern Reihe dar, wo f(Un) irgend eine 
willkärliche Function von i/„ is( die beim uuendlicb klein werden von u^ 
nicht unendlich grols wird. 

Setzt man nun 

'• *^ = «"•" (^ - '). 

Yß sich die Grenze lim. auf das unendlich grols werden von n beziehl, 
so convei^irt oder divergirt die Reihe, deren allgemeines Glied /(</„) ist, 
je nachdem iir^;> oder <C als die Einheit ist« 
Aus der Gleichung 

Jt ^ lim.n(^ 1) 

findet man: 

iiin-/(«n) == lim.[/(£i^,-|.^*)]; 

daher geht die Gleichung (1.) über in 

2. i' = Um. n ^— -^5^j— 

CrtUe*» Jovnai d. M. Bd. XI. Hft. 4. 41 
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Entwickelt man nun /(«'«+i + ^^^.*) nach der Taylowchon Reihe, so hat 
man, wenn die vorausgesetzte Eigenschaft der Function f(u„) berUcksioh« 
tigt wird, //.(^^ V 

wo der Kürze wegen /'(i/„+i) statt ■ y^^"-^^^ gesetzt wurde« 
Setzt man nun yv^^^) _ 

so bat man 

*' = * h'ra. F{u„^i). 

Diese Gleichung zeigt die allgemeine Abhängigkeit der Gröfsen t' und k 

von einander. 

In dem besondem Falle, wenn 

ist 

und dann sind, je nachdem k ]> und <^ 1 ist , die beide» Reiben gleich- 
zeitig eonvergirend und divergirend« 

Sei z. B, j^. 

so bat man 

Um« F(^/^+JL) = d, 
daher 

Ist nun, um einen besondern Fall vor Augen zu haben, 



so sind die bddeii Reihen. 



''*+ -^ ;r+i* 



1 + I4.I+I4. 4.1 

2**' S"' 4**^ Tt'^ 

wo rt; = ß — a ist. 

Da hier Ar = 1 ist, so ist A:^ = «(, daher wird die zweite Reihe con- 
vergiren oder divergiren, je nachdem a > oder < 1 ist. 

Zürich^ den 21. August 1833» 
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31- 

Theorie der Kettenbrüche und Ihre Anwendung* 

(Sriilnfs des Auf8atzes No. 1. irn er&ttCTi, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No. 30. im Yierten Hefte 
X. Bandes, Nu. 4. im ersten, No. 12. im xwdten ond No. 27. im dritten Hefte diüsea Bandes.) 

(Von dem Herro Dr. Sierny zu GöllingeD.) 



Sechstes CapiteK 

Fernere AovrenduDg der Keltenbriiche auf die Theorie der Gleichongeo. 

104. 

His sei die adlgemeiae Gleichung des zweiten Grades*) 

1. aor' + ßjc— y = 
gegeben^ so hat man 

2« («ar + ß)ar = y und 

^- * = ^5T^ = - — ä— = ^(y^ß+«y:ß+*7:0+«y^ßefc.), 

SO dals also die eine Wurzel der quadratischen Gleichung durch einen 
unendlichen periodischen Kettenbruch ausgedrückt ist* Auf ahnliche 
Weise findet man den Werth der zweiten Wurzel. Denn aus Gleichung 
(2.) folgt „ 



—ß-r-r —ß-r^—^ 



a ■ ax^ 

und nadi gdiöriger Reduotion findet man bieraus 

5. jr==— F(^4.7:ß + ay:ß + Äy:P^etc.). 
Diesen Werth hätte man aoch unmittelbar aus (3.) ableiten können, ida 

JQ 

die Summe beider Wurzeln -^ — sein muls« 

Sind die Wurzeln der Gleichung (1.) reell , so kann man daher 
durch die Formeln (3.) und (4.) Naherungswerthe derselben finden, und 
und zwar erhält man nach §. 5« , wenn man m Xheilnenner zur Berech- 
nung anwendet 5 und ayss^ set2t, aus (3.) die Formel 



^i*i 



*) Eul«r Intnd, im «nah tnf, cp. 18. 

41* 
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y [3-^* + (/" - 2) ß'-\ ^ + ^-^==^p^ ß"^' . J* + etc.] 
•^ "■ ^^ ,„^ _ 1) ß«-».7+liE:'^.:=i2ß'«-». ^ etc. 

und aus (3.) die Formel 

"^ — ß«.-l ^ (;;,'_ O) ß— 3.J^fj? £3I^Z:*) ß«-3 , ^2 ^ ^4^. ' 

Nur 10 dem Falle^ wenn 3 = ist y sind diese Formeln zur Berechnung 
untaugliclu 

So wie die Wurzel joder quadratischen Gleichung durch einen 
periodischen Kettenbruch ausgedrückt werden kann, so ist auch umge- 
kehrt jeder unendliche periodische Keitenbruch die Wurzel einer quadra- 
tischen Gleichung. Fängt die Periode schou beim zweiten Tlieilbruch 
an^ so dals z.B. der Ketteubruch 

ist^ so hat man 



welcher Ausdnick auf eine quadratische Gleichung zurnckfUhrt^ deren Wur- 
zel X ist. Sind mehrere der ersten Tbeilbriiche nicht in der Periode 
enthalten, so dafs man z« B. den Ketten brueh 

x — Tic f rfi:Ci-}-t/i:<?j+....rf„:r,„-f 6x:ö,H-....Ä„,:ar„etc. 

b 'h 

hat, wo sich die Tbeilbriiche ~ , .... — periodisch wiederholen^ so kann 
mau statt x den Werth ar = r + ~— - eiunibren, wo 

r 

y=: -F'V^ 4-Äi:Ci + .... + Ä„:tf„ + Äi:flri+....-f Ä„:c„efc.) 

\ti\\ nun ist, wie ebeu bewiesea wurde, ^ dieAVurscel einer quadratischen 
Gleichung, folglich auch x eiue solche. 
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105. 
Auch die Wurzeln einer Gleichung äen dritten Grades können 
auf ähnliche Weise entwickelt werden. Da eine »olche Gleichnng ii^mer 
auf die Form 

9. x^ — ax -— bszO 

surfickgefohrt werden kann^ so hat maa 

(jp2 — a)x;ssb oder a?- = fl-l — , 
aho 



10. or 



= ]!(.+ 






WO sich jedes M^'urzelzeichen auf den ganzen folgenden Ausdruck bezieht« 
Da jede Gleichung des 4tcn Grades auf eine andere des 3ten Grades zu- 
rückgeführt werden kann^ so können auch die Gleichungen des 4ten Gra« 
des auf dieselbe Weise aufgelöst werden. 

Eben so erhalt man aus der Gleichung 

h 
und 

•m 

12. X = 



ar" — a == — , 



}l{'+ 



m 



]/{.+ 



m 






Und die Gleichung 

13. (jp'^-flr)«(^jF + rf) = 4jp 



giebt 



n 



a?'" — a = Vf -— .- 



'Cu, 



und 



TP 



/' 



14. JC=:|/(ff+l//'*. 



Vc-Jr 




,« + 






). 
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Die Ausdrücke (10. )9 (I^.)) 0^*\ sind jedoch keine Kettenbruche 
In dem Sinne, in welchem dieses Wort bisher genommen wurde, da die 
einzekien Theltbriiche nicht von einander unabhängig, sondern durch ge- 
wisse Operationen mit einander verbunden sind» Daher Sbergehe ioh 
eine genauere Erörterung derselben, wiewohl sie eine solche, namentlich 
in Beziehung auf Convergeuz und Divergenz, wofal verdienten. 

106. 
Statt der Formeln (3.) und (5.) könnte man noch eine Menge 
anderer entwickeln , die den Werth der Wurzeln der Gleichung (I • ) an- 
gaben. Denn substituirt man statt x den Werth ^ -f- «^ so geht die Glei« 
chung (1.) in folgende über: 

15. a/ + (2«f + ß)j + e^+ß^— y = 0; 

setzt man — ~- = Pf •— ^ — - == — jr, so findet man 



_ 9 



10. r = 



oder 



p+f» 



17. y = ~(;, + i 



also 



P + 



p etxr.) 



18. Är = « + -2 oder 19. «==«— y» 



p+-^ p+^ 



patc, '^ p«tc. 

107. 
Am wichtigsten ist die Entwickelung der Wurzel einer quedratischea 
Gleichung unter der Form eines Kettenbruchs, dessen Theilzähler alle 
s= 1 und dessen Theilnenner ganze positive Zahlen sind. (Jm diesen Aus- 
druck zu finden , könnte man die in §• 87« gezeigte Methode anwendenj 
oder auch zuerst die Gleichung 

ctjp^+jSjT— y =sO*) 

auflosen, und dann den Werth der Wurzdn x = ^ -" j — LJULi ja fuMm 
solchen Kettenbruch verwandeln (§. 86.). Die Operation schrdtet aber 

•1 

viel leichter Tort j wenn man folgende Methode anwendet*^)* 



^) Es wird hier immer iroraasgesetzt, dar« a, /9, f gaazs ZahleO| und dieWur« 
celn der Gleichung reell sind. 

^^) Legeodre iJkeor* d. nombr, art. 59. 
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Man sei in der Entwtckeluiig bis an iea Theikieatter x^ gekom- 
men^ so dafs man als Werth der einen Wurzel 

gefunden hat« Die Wurzel wird hier immer positiv gedacht; würe sie 
negativ 9 so könnte man — z statt a; setzen^ und den Werth von z be- 
trachten« Es ist also 

und 

oder^ vrenn man Zähler und Nennor mit 

multiph'cirf^ und zugleich bedenkt^ dals a, a^.a^y a^^^ — a, ^m^i-^iy Om =^± 1 
ist (§• lS.)y so findet man 

WO 

22. ^ = K*«y+ß')> 

24. ±Z) = a.(flr, öj^ + ß.a, a«.flr^, ö«— y.(^i, öj^ 
ist# Z) ist also immer eine ganze Zahl. Da ferner 

isty so mu(s eine der Zahlen ^y^m-^M^m-i und ^9^i,r~i«^i> ^m gerade^ die 
andere ungerade , also ihre Summe eine ungerade Zahl sein: folglich ist 
/ eine ganze Zahl, wenn ß gerade ist; im entgegengesetzten Fall ent- 
hält es den Nenner 2. Setet man 2^ =Ba;K^.i + ~9 ^^ ^^^^^ ^^^ wieder 
auf ähnliche Weise 

25 ^'^Yji±I. 

.1 



'^i 



eben 



M. «..='^''+"' 



finden« Die Werthe von f,f D, und von I,,^ D,, kann man unmittelbar 



*) Es wird im Folgendeii ininer vorausgesetzt, dafs x gröfaer als 1 ist; im 
•ntgegsngesetzten Falle kooste man — statt x betraditeB. 
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mift den Wer(h<^n von /^ D akleiten, indem inen überall statt m bezuglich 
;7?-f 1, 7n-\-*l 8iibstituirt; nur mufi man nieht vergessen^ jedem folgeoden 
Glteiie in der Reihe ly I)y I,,^.. . . und eben so in der Reihe D^ D,^ D,,,..^* 
das entgegengesetzte Zeichen des vorhergehenden zu geben ^ da z^B« 

ist , wenn a, a,^ . Oj , ö^, — c^ , c„, . ö, a^i = ± 1 ist. Aus (2L) und (25.) 



Ibl^t 



yr^^i _ I By 



oder 

Hieraus erliält man die zwei Gleichungen 

27. /, =^ a^^,.D—I, 

28. ^ = (a^+j. />—/)/, + />/)„ 

und wenn man den Werth von I, aus (27.) in (28.) substituirt^ 

29. ^ = //+!)/),, 

^^^"^ 30. A = — ^. 

Man setze daher im Anfange der Entwickelung ^^ = ^9 a = D, und die 
grölste in /^ enf baltene Zahl = IV; alsdann ist der erste Theihienner a 
die piüfete in - ~- enthaltene Zahl ; dann ist I,ssaD — /, A = — 5^; 

auft iV', i>;) I, findet man wieder den zweiten Theilnenner a^^ und so 
kann man den ganzen Ketteuhruch entwickeln« Die folgenden Nenner 
D,,9 ^/// ^1* ^« "^^ können auch auf folgernde Weise gefunden werden« Aus 
(27-?) und (29.) foli-t 

31. /„ = a^2- J^/ — 1^ f 

32. ^ = /,/ + i>,A„ 

oder ^ 

nun ist ^ ^ 

^, + -'/, = «.H^2-D (31.), 
folglich 

33. D,, =(/,-I„)ö^, + /}. 

Im Anfange der Entwickelung kann es vorkommen, dals die Nemier D,D^.... 
abwechselnd positiv und negativ sind. Sind nemlich die Wurzeln der 



Gleichung noch nicht getrennt« so daCs beide zwischen - ^^ ^'" und ^^ ^"^ — 



31« Sternt Theorie der Kttienhrüche. 317 

liegen ($• 87.)^ und substituirt man diese M^'erthe nach einander statt x 
in der g^ebenen Gleichung, 80 erhült man die Werthe 

^. a{a, O^ 4- 3 . flr, ©^ . öl, <y^ —yi^i, <f ^ 

die nothwendig dasselbe Zeichen haben müssen ^ da zwischen °' ^" - und 



Oif «m 



^* ^'"'^^ zwei Werthe liegen müssen, die. statt x substituirt, den ersten 
Theil der Gleichung auf Null reduciren* Nun ist 

i> = ±(^), A= + (B); 

also haben 1) und D^ in diesem Falle verschiedene Zeichen* Geht man 
aber in der Entwickelung weiter fort, so werden die Wurzeln getrennt, 
und man kommt bald an zwei Nuherungswerthe / (ö, ö^), A (^» ^m4i)> die 
nur Eine Wurzel zwischen sich mithalten, so dals alsdann (J.) und (B.) 
verschiedene, und daher D und D, gleiche Zeichen haben« I^t man so 
wdt gekommen^ so ktDD, eine positive Zahl^ und daher der Werth von 
I, innerhalb bestimmter Grenzen eingeschlossen, indem //^=^ — Z)Z>^, also 

34. I,<^A 

ist, und da a»^.2 A = A + ^ti > ■^ '^'g* 

so dafs auch die Nenner ü, , />,, .... zwischen bestimmten Grenzen ein- 
geschlossen und. Da aber der Kettenbriich ins Unendlicho fortlauft, Z>, 
und 2/ aber ganze Zahlen sind, so müssen auch dieselben zusanmienge« 
hurenden Werthe von Ti, imd I, sich unendlich oft wiederholen. Hier« 
aus folgt, dafs nach einer gewissen Anzahl von Thejinennern (die auch 
Null sein kann) der Kettetibruch periodisch wird, d. \\. dafs von dort an 
dieselbe Reihe i on Theilnennern sich ins Unendliche wiederholt. Übri<- 
gens folgt aus den Formeln (34.) und (35.), dab die Anzahl der in jeder 
Periode enthaltenen Theilnenner kleiner als ^A.lyf A^^IA sein mufs« 

108. 
Es folgt hieraus, dals die eine Wurzel der quadratischen Gleichung 

a: =: " J" ^^^ in einen periodischen Ketteubruch, dessen TheiU 

Zähler alle = 1 sind, entwickelt werden kann. Was nun die andere Wur-- 
zel betrifil. so vrird der ihr entsprechende Keftenbruch unmittelbar diurch 

folgendes Theorem gefunden« Wird der Werth von x = '^^^^^^^—^^-'^^ 
durch den Kettenbruob 

Crellü's Joomal d. M. B.1.XI. H(L 4. 42 
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1 



a; = Ä + 



&.+ 



%'- 



»m+ * 



ausgedruckt, so dab die TheiineDner 6, 6| , . . » . b^ nicht in der Periode 
eorkommen , dag^en die Theiinenuer o, oTi , . . . . a« sich periodtsoh wie- 
jderholent so ist 



2« """*■».+ 






J 

SO daf« die nicht periodiwheo TheiineDner wieder dieselben sind, und in 
derselben Ordnung vorkommen, die periodischen dagegen ebenftills die- 
selben sind, aber in umgekehrter Ordnung erscheinen« Man betrachte 
zuerst den Fall, wenn nur ein nicht periodischer Theünenner £«. vorhan« 
dcu ist* Alsdann ist 

oder 

1 



oder 
Hieraus folgt 

Setzt man nun 

Xx = A|»— /'(«„»-f 1:äw4 +-.... + l:«+l:ö« + ...* + l:Äeto«), 
so ist 



**=*--(«- +«^ 



1 



•der °+Ärr:^)» 



Aj» — ^i' 
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Da nun 

istf so sind die Ausdrücke (36.) und (37.) durchaus identisch, wenn aian 
X mit Xi vertauscht; daher muCi Xi die andere Wureel derselben Glei- 
chung sein, deren eine Wurzel x ist, oder es ist Xizss—--- ^ ^ ^^"^r . } , 

Ist nun die Wurzel einer quadratischen Gleichung 

= j = F(i4-l:A, + .--. + l:i^,-f-l:a + l:04 + ....+ l:a^etc.), 
so dafs by bi .... b^ die nicht periodischen Theilnenner sind, und führt 

man statt y eine andere unbekannte Gröfse ein, so dafs 






und jr s= t^ibjn + 1 : ß + • • • • + 1 • ^m ©tc.) ist , so erhalt man eine andere 
quadratische Gleichung , deren eute Wurzel Xj imd deren andere daher 
a?i = im — J^(flfm+l:ö„^i + ---- + l-« + l-ßm-.- + l:oetc.) ist; folglich 
ist die Wurzel der ursprunglichen Gleichung 

Entwickelt man die Gleichung (36.)> so findet man 

38. Oy ö^^i • ÄT^ + («'^ ^m — 2b. a^ a,^i — a^^ Om-^i)^ 

folglich 

S ^^, S=SX.Xij 

oder, da 

— * - = ^(^#«+1 •OT—Tl:«^m-ij; — - — = :: = /'(a^,G); 

SO ist 

In dem besonderen Falle, wenn b^'=iQ ist, hat man, wenn man, statt 
Xy Xiy ihre Werthe tubstituirt^ 

*) Man vergl. Theor. des nombr. S. A'., Journ. für die Malhem. Bd, 6. S 232 ff. 

42* 
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Die Wahrheit dieses Ausdrucks lülst sich auch erweisen ^ ohne dals man 
ii6thig hat, auf die Theorie der Gleichungen zurückzugehen« Schreibt man 

nemlich statt Ffa-f-l :0i+.... -fl :flr^4"i«^+l*^i + *'*» + ^*^m^teO J^» 
x^usdruck F(a -|-1 : ör^ +. . . . -f- 1 : «n» + 1 •' ^/..+i + 1 •' ^ir+2 -|- •• •• +1 : ^im-^i oto,)» 
so dafs az=za,„^iy Oi=öm+.j •••• ^m = <'2m+ij ••••> «o hat man 

(5- 24.)- 



^ — a^, a2m+i etc./ 



Schreibt man nun eben so statt 

den Ausdruck 

so dab 

so bat man: 

41. F(a^+tia^^, + ....+l:a+l:a^^tt.) 






nun ist 
ferner 

^1 9 ^'2rr+l = ^l ? ^w • ^w+l » ^Qm^-l "T ^M ^m-^ «• ^m+a f ^2m+! ($• 7. Fonil. D) 

Daher geht die Formel (41») in folgende über: 

Auen ist «> «»»+«i i «m-i atc/ 

Daher geht die Formel (40.) in folgende über: 

43. /^"(c+l:^i+.... + l:a^etc.) 

= ^rr^r^''-^ — 7 rr \ 

«^ «m + «1 , a,!,^! etc. / 

Dividirt man (42.) durch (43.), so kommt man wieder auf (30.) znroek. 
Diese letztere Darstellung zeigt zugleich^ dafs der Ausdruck (38.) 
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auch richtig ist^ wenn die Theilzuhler nicht alle = 1 , sondern vielmehr 
s= bi sind« 

109. 
Eine besondere Betrachtung rerdient der Fall^ wenn die Gleichung 
(I.) eine reine quadratische, also ß = ist. Alsdann sind die zwei Wur- 
zeln nur im Vorzeichen verschieden: die eine ist +l/(— )> die andere 

— V("~)« fet ^'*^ die größte in V(~) enthaltene Zahl =ä, so dafs 

|/(^) = Ä + -i ist, so ist _y(|-)=~(Ä4.1). Es kann aber nur 

der eine Theilnenner b nicht in der Periode enthalten sein; denn da der 
nicht periodische Theil des Kettenbruches beiden Wurzeln gemein ist, so 
wiirdeu beide Wurzeln, wenn mehr als ein nicht periodischer Theilnenner 
vorhanden wären, mit demselben positiven Theilnenner b beginnen. \on 
der anderen Seite mufs ein nicht periodischer Theilnenner noth wendig vor« 
handen sein, weil der von Anfang an periodische Kettenbruch 

F(a +1 : ax + .... +1 : flr^+1 : ßf +• 1 : flTi + . ... 4-1 :flf„ etc.) 
die Wurzel einer unreinen quadratLscbeu Gleichung ist, wie man aus For* 
mel (38.) findet, wenn man b^ = setzt. Es ist also die eine Wurzel 

44. ]l{^)= F(Ä+l:ö + ....+l:ö^+l:a + ....+l:flr^etc.), 

und daher die andere 

Hieraus folgt b — ö^ = — 6 , oder «„» = 2 6 ; femer 
ff = 0^1, ffi = ö««2, ff2 = ß,„^3etc. (vergl. §. 14.); 
d. b. entwickelt man den Werth der Quadratwur;fel einer ganzen oder 
gebrochenen (nicht quadratischen) Zahl unter der Form einf s Kettenbruchs, 
dessen Theilzuhler alle =1 sind, so ist der erste Theilnenner nicht in 
der Periode enthalten: diese Hingt vielmehr bei dem zweiten Theilnenner 
an ; und enthalt sie 772 -f- 1 Theilnenner a, ff ^ . • . . ff^ , so ist der letzte 
ff^= 2b y die übrigen sind paarwois einander gleich, und zwar so, dafs 
diejenigen, deren Indiens zusammengenommen = m — 1 sind, gleirh sind; 
ist m eine ungerade Zahl, so hat die Periode einen mittleren Theilnenner, 
dem kein anderer entspricht (wiewohl er einem iet übrigen gleich sein kann). 

Es ist leicht einzusehen, daC» umgekehrt jeder Kettenbrncb, der 
die zuletzt betrachtete Form hat, also 
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a? = F(Ä+l:a«:ff,+,...+ l:a,+l:a+l:2Ä+l:a+l:ff44....+I:a,+ l:a+I:2Äetc.) 
ist, die Quadrat * Wurzol einer ganzen oder gebroclienen Zahl aiisdriiokt, 
Mreil er die Wurzel einer quadratischen Gleichung darstellt , deren andere 
Wurzel = — X ist. Oh aber x^ eine ganze oder gebrochene Zahl ist, 
Id&t sich leicht entscheiden. Der Kettenbruch (44.) fiihrt nemUch auf die 
Gleichung 

^y ^,n -1 . ^"^ = Ai {a,a^—a^^ c^O U" . ß, a^^ + <x^ , a^ (Form« 38.) ; 
nun ist 

«I ö^ = a^ . a, a,^i + ö, a^^^ und a^ = 26; er, i7„^ = a^, <x,^, , 
folglich ^ ,^ 

46. a;^- = i^ + -^^^^ , 

also ist x^ eine ganze oder gebrochene Zahl^ je nachdem ^" '^ ^ das Eine oder 
das Andere iM. 

110. 
In dem besondern Falle, der hier betrachtet wird, gehen die For* 
mein (22.)^ (23.) 9 und (24.) in folgende über: 

45. A = «7, 

47. ±D = et {a, a^y - 7 • («i , o^J'. 
Hier ist also / immer eine ganze Zahl; ferner, da das obere oder untere 
Zeichen genommen werden muCs, je nachdem q, Om^^ip ^m-i — ^9 ^m^i • ^i 9 ^ « 

positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem ^* ^"^ grofser oder kleiner ab 

]/(-) ist, so folgt sogleich, dafs D von Anfang au immer positiv ist* 

Dafs auch / von Anfang an positiv ist, lälst sich am natürlichsten 
aus folgendem allgemeinen Satze beweisen. Wenn irgend ein AusdrudL P 
in einen Ketteubruch, dessen Theiizähler alle s=z 1 sind, verwandelt wird, 

und es bedeuten "'^'"" ^ und -^-— zwei auf einander folgende Nahemngs« 
werthe demselben, so ist P* gröfser oder kleiner als . ^^ °''^\ y ^'^'* , je 
nachdem -^^-^ eröfser oder kleiner als -^^-^^ , d. h. le nachdem 

^y ^nf^iJ ^m-l ^1 > «m- <?> ^m-1 = + ^ Odor = 1 

ist. Denn im ersten Falle hat man .2i-f :^ — -^iJ!!:? * also 

Oii«m-l flu«» «i » «m-Äi, Öir»-,| 



31. Stern y Theorie der KetienhrÜche. 323 

Mt2t man mio P (welches kleiner als ^^^-^^ ist) ä -5^^^ — 9^, so ist 
f <o7 -^^ ^ (§• W-)f folglich 






a, nrm 

m 



Im zweitea Falle liegt -^ zwMcheo den Näherungswerthen ^^ ' °'^"^ - und 



"' ' ** , und ist kleiner ak der letztere ; folglich ist 

(-^y>fiU.f=L-.^i-^, oder F»<±^=L.fif=.. 

Da nun hier ^i^) zwischen .^ifisn und ^^-^^ liegt, so ist auch 

oder =s— I ist, also in jedem Falle / positiv. Auch ist I^^ss^A — DJD/ 
(Form« 29.) 9 also / immer kleiner, als v^^, und weil ö,n+i«ö=/+/i 
(Form« 29.), auch D immer kleiner, als 2 fA. 

IIU 

Hat man aulser ß s=s auch noch « = 1 , so dafs die Gleidbudg 
(!•) in ^ ^ 

übergeht , und af z=: ^y = ^A igt, so sei die gröCste in ^A enthaltene ganze 
Zahl = ^1 , also der letzte in d^r Periode enthaltene Theilnenner =24; 
setzt man daher in dem Ausdrucke a^^, . D ss / -f- ^1 statt «m^i den Yl'erth 

2 6, so hat man 26= iT^^ ^"" kSonen /, Ii höchstens nur ss b sein, 

also mu& das entsprechende Z>=1, und /=&, /i = &sein* Die Formel (47.) 
gtebt daher für diesen Fall + 1 s=:(a, a^)- — 7(^1, 0% ^^ ^^ obere oder 

untere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem ——^^7 ist Da 

der Theilnenner '2 b unendlich oft wiederkehrt, so muls auch D unendlich 

oft = 1 werden, und es giebt daher unendlich viele Naherungswerthe -— ^ 

die so beschaffen sind, dals ±1 =^(^9 o«)'**- 7(0^1,««)^ ist* Driickt man 
übrigens den Werth von /^y dinrch 
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au8| wo assbf o„^i=:26 ist, und enthSlt die Periode o^....a„,^i eine 

gerade Anzahl von Theilneuneni, so nimmt -—f- eioe gerade Stelle in 

der Reihe der Nähenmgswerthe ein, und ist daher grö&er nh /'^^ und 
dasselbe ist bei allen folgenden Näherungswerthen, die dem Theilnenner 
1b vorausgehen, der Fall; alsdann mufs immer das obere Zeichen ge- 
nommen werden. Ist dagegen die Anzahl der in der Periode enthaltenen 
Theilnenner ungerade, so nehmen die in Betrachtung kommenden Niihe- 
rungswerthe abwechselnd eine ungerade oder gerade Stelle ein, und in 
diesem Falle mufs abwechselnd das untere oder das obere Zeidien ge* 

nommen werden. 

112. 

Die eben vorgetragenen Lehren finden eine nicht ganz iminteressante 

Anwendung in der Auflösung der Gleichungen des 3ten Grades. Lust 

man eine solche Gleichung nach der Cardanischen Regel auf, so erhält 

mm bekanntlidi den Werth der Wurzel .r unter der Form 

3 

Ist nun cc eine ganze ZaU, so muls \/"(^ + /'Ä) = :r+Vy sein, wo jp, y 
rationale Zahlen bedeuten. Die Regel, welche man gewöhnlich giebt, 
um aus \r(ö+V"Ä) den gleichgeltenden Ausdruck z + ^y zu finden, führt^ 
wie man weiis, wieder auf die Aufgal)e zurück, eine Cubische Gleichung 
aufzulösen. Dagegen kann dieser Ausdruck leicht auf folgende Wette ge- 
funden werden. Man entwickele den numerischen Werth von y^(a -f- /*&) 
nSheruttgs weise, und verhandle diesen Werth in einen Kettenbruch, der 
uur positive Theilnenner hat, und dessen Theilzähler alle =1 sind: ist 
dieser Ausdruck wirklich die Wurxel einer quadratischen Gleichung, so 
mufs der KettenLruch periodisch sein, und man kann alsdann aus diesem 
Kettenhraohe den Werth von s±/y finden* Es sei z.B. die Gleiohmig 
a;l ~ i jp— 40=0 gegeben, so hat man ar= ^(20+/"392) +1^(20— |r392); 
berechnet man den Werth von ^(20 -{- /^392), so findet man dafür 

3,41421 ; verwandelt man nun diesen Ausdruck nach (86.) in ein^i 

Kettenbrueb, so findet man 

3,41421 .... = 3+— -| 



'^ + 



2+ - 



2 + -- 
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Torausgesetzt 9 data alle folg^iden Theiliieiiner ebenfalls ==2 sind, hat 
man |r(Oü + /"392) = i/==3 + jq-i-^, woraus man iic=3 + /2 Gn- 

det, was wirklich der Werth von /'(20 + /'392) ist^ abo 

Es kann sich zuweilen ereignen^ dals ein Kettenbruch scheinbar periodisch 
ist, der hei fortgesetzter Berechnung sich nicht als solcher zeigen wiirde» 
Berechnet man aus dem als periodisch angenommenen Kettenbruche den 
Werth von z-^-^^yp so muls sich sogleich zeigen , ob dieser Ausdruck 

>yirklioh den Werth von /*(a -f* ^b) angiebt« Auch kSnnte es sein^ da/s 

sich der Ausdruck /'(a -f- /'b) wirklich in einen anderen z -}- ^y verwan- 
deln lielse, wahrend der Kettenbruch anscheinend nicht periodisch ist, 

wol man bei Entwickelung des Werthes von /*(^ + V^6)5 die Annähe- 
rung nicht weit genug getrieben bat« Die hierher gehörenden Bemerkun- 
gen können indessen um so eher weggelasKcn werden, da der Gebrauch 
der Cardauischen Regel so sehr beschränkt ist. 
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Siebentes GapiteU 

Anwendung der Kettenbriiche auf die höhere Arithmellk. 

Ule Theorie der Kettenbrüche steht mit inanoben Theilen der höheren 
Arithmetik 9 und namentlich mit der Auflösung der unbestimmten Glei- 
chungen des asweiten Grades , in genauer Verbindung» Soll jedoch ihre 
Anwendung auf diesen Tbeil der Mathematik in ihrem ganzen Umfange 
behandelt werden , so kann man nicht umhin eine Menge von Lehren 
aus der höheren Arithmetik selbst zu erörtern« I>a dies aber hier nidit 
geschehen kann^ so soll nur dasjenige bervorgchoben werden^ was aus 
dem Vorhergehenden unmittelbar abgeleitet werden kann« 

113. 
Es soll die unbestimmte Gleichung 

1. ax — by = 1 
aufgelöst werden I wo a, b und die unbekannten Xj y ganze Zahlen sind« 
Die Zahlen a^ b müssen nothwendig Primzahlen unter sich sein^ denn wäre 
a=:m.tf b^=sn,ty wo würde die Gleichung 

t(rnx — ny) = 1 

Widersinnig son« Man verwandele ^ in einen KeCtenbruch^ dessen Theil« 



zähler alle = 1 y dessen Theilnenner ganze positive Zahlen sind ; ist p* 
der dem Bruche -r- unmittelbar vorhergehende Näherungswerth^ so hat 
man abi^^^a^.b^sz + X. Gilt das obere Zeichen^ so bat man annattel- 
bar xzszbiy y = O; > oder allgemeiner 

WO z jede beliebige ganxe Zahl bedeuten kann« Gilt aber das untere 
Zeichen^ so setze man or = £ , y = — Qi^ oder allgemeiner 

Hieraus folgt unmittelbar de Möglichkeit ^ die Gleidbung 

2« ax — by^aac 
aufzulösen 9 wo wieder Cy by c und die Unbekannten Xy y ganze Zahlen 
bedeuten« Es wird vorausgesetzt ^ dafs a, by c keinen gemeinsohafUichen 
Factor haben ^ weil man sonst die ganze Gleichung mit diesem dividiren 
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kann. Hiernach können auch a und i keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, weil dieser sonst nothwendig auch in c enthalten sein müTHte* Man 
löse zuerst die Gleichung a/ — Ar/ = 1 auf; es sei r=±i|, 2/ = ±ax,80 sind 

die allgemeinen Werthe^ die der Gleiohung (2.) Genüge tfaun^)* 

114. 
Wenn die Gleichung x^ — Ay^ss: D^, wo x^ y, J, D **) ganze Zahlen 

sind und D <[ /'A hty wirklich auflösbar ist^ so muls — ein NShemngswerth 
von /*^ sein 9 wenn '^A nach §• 107* in einen Kettenbruch verwandelt 
wird; es wird hierbei vorausgesetzt ^ dals x und y keinen gemeinschaft«- 

liehen Factor haben» Denn man verwandle — in einen Kettenbruch, es 

y ' 

sei dieser t=F(a4-l:ai + .... + l:a„), also ^cs-'^ii^. Rlan setze für 

y °i> *•» 

den Augenblick voraus ^ es sei —'--^ gröCser, als der vorhergehende Niihe- 
ningswerth ^i-^^^; nun ist .^«^+:^, also .fi^>^^,und (weil 
ö < Z^'^) -^^^^^-^ < /'^+ A ; ferner ist 

a. Oh a, gw—l 1 ^. 1 



also fda -^^^^ — /"^ < -5 ) '~~<i^^9 ^* ^* «» liegt /"^ zwischen 

-5^^p=i-. Setzt man nun / = ^.ffi,a„.Äx,flfw-i — OyO^.a^a^^^^ 



«• ö» 



und 



so ist / eine positive Zahl ({«IIO.)) und man hat 

3. |r^ = a+* 



«.+ 






«** ^»»-i ^.vr.^« ^1^ «> ^» 



Ware — gröfecr, als -^~— , so könnte man zwischen diesen Brüchen 



« 



den Bruch jP(a-|-l:aiL + ....-|-l:flr« — 1) = — einschalten; alsdann ist 

*) Diese AuflösaDgsmethode verdankt man Lagrange {M^rrudefac. de Berlin 
1767). Der Aufsalz ron f ezzi in Memorie della sodeta itafiana T. il. enthält durchl- 
auft nirhts Neues. 

**) Überhaupt sollen im Folgenden alle Buchstaben ganze Zahlen bedeulen. 
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t ^^ «r, On 



, und /"^ zwischen — und ' ''- enthalten« so daü man wie- 

der alle früheren Resultate erhalt, wenn man nur statt • '' ^"'^ überall -7 setzt« 

Soll daher die Gleichung /r^ — jiy^ssDy unter der Voraussetzung, 
dd(s D<Z,^^ ^^y aufgelöst werden, so braucht man nur /*^ in einen 
Keltenbruch zu yerwaudeln : findet sich alsdann unter den Werthen von z 
(§• 107. Form« 21.) einer, dessen Nenner Z> ist, so ist die Gleichung auf* 

gelost, wenn man den Naherungswertfa ' " berechnet, zu weldiem die- 

ses z gehurt, indem man ac^sa, a„i yTssiaiyOn setzt, vorausgesetzt, dad 

^^^^ >> /*^ ist ; ka entgegengesetzten Falle wurd durch diese Werthe die 

Ol, an 

Gleichung x^ — Ay^'sss, — D gelöst* Ist ^' ^" nicht der Nähenuigswerth, 

der einem dem mittlem vorangehenden Theilnenner (§• 109.) entspricht, 
so kommt der Theihnenner o„^i , und daher auch B in derselben Periode 

zweimal vor, und es wird abdann, wenn der Näherungswerth !^l2il^ jer 

dem ersten T> entspricht, der Gleichung x^ — Jy'^^ss^^D Genüge leistet, 

der Nfiheningswerth "^ , der dem zweiten D entspricht, dieGldchung 



Om 



X-— >rfy^ = D auflösen, wenn man jf = 0, c^ ; y = ^u 0« setzt. (VgU §.11 !•) 

115. 
Lagrange hat zuerst gezeigt, dals durch Hülfe der Kettenbrüche 
die Gleichung 4^ ^2 — jyi _ j 

unmer auflösbar ist, wenn^ eine nicht quadratische Zahl bedeutet. Zu diMem 
Endzwecke verwandelt man ^Ain einen Kettenbruch nach $.111.; es sei 

|r^===F(«+l2ö,+^...+l:Ä^+l:2a+l:ai+....+l:a^-f 1:2a etc.), 
so hat man {a, nJ'^A^a, , a^f == ± 1 ; 

gilt das obere Zeichen, so hat man sogleich x^^a^a^s y^=za^^a^} gilt 
das untere, so ist x der Zähler, / der Nenner des Bruches 

F(c + l:ai+....+l:ö«-)-l:2flf + l:«i+.-.-+l:CmetcO (vergl. $. 111.). 
Die hier angegebenen Werthe sind zugleich die kleinsten, die der Glei* 
chung (4.) Genüge leisten. Wir woilon dies nur für den ersten Fall be* 
weisen, weil dasselbe für den zweiten gilt. Hütte man noch kleinere 
Werthe, als x = a,a^; yz=sa^,a^y allenfalls x^p^ y= 9» so mSftte 

^ ein Naherungs werth von ^A sein ; es sei ^ sa ^^^lHh „n j ^ ^g,^ 

9 9 o^, an' 



31. Stern, Theorie der Kettenbrücke. 329 



rF 
f 



+ 



—1—' 

aber aus den Gleichungen 

folgte wenn man die erste mit (t^o^^i^ die zweite mit ^1,17,. multiplioirf^ 
und die Resultate addirt, 



ö^ a„. 7 + c^, 0^.1 = 0, a^, also i 



ö| ^n 0% 9 0«i-i 



l>flj| ^1,«« ' 



es ist aber JLJl^z=^a+"'^^^ (§.3.), abo 7 = o + ^^i^^i=^i""-J^; 

nun ist ^2 > ^n und Oi ^ a„^i jedes kleiner^ als OiyO^j um so mdir a^^n^ — a^y a^^y, 9 
GS muls daher isrj, a„ = a^i a„.]i sein^ weil sonst / ein Brudi wäre: folg'« 

lieh ist / s= a^ und ■ . ■ wurde den Tbeilnenner 2 a geben ^ d. fa« die 
Periode würde bei a« enfgen, gegen die Voraussetzung« 

Schon $.111. wurde bemerkt^ dafs es unendlich viele Werthe giebt^ 
die der Gleichung .t^ — Ay^issl Genüge leisten ^ und aus (114.) folgt, 
dals überhaupt alle Werthe, die diesd Gleichung auflösen, aus den Nähe- 
rungswerthen ron ^A gefunden werden* Man braucht aber diese Nähe- 
ruDgs werthe nicht besonders zu berechnen , sondern sobald xssi a^a^ ; 
yzszai^a^ gefunden ist, so kann man die andern Werthe von jet, y dar« 
aus ableiten« Man setze nemlioh 

bedeutet, so erhält man, wenn man (5.) mit (6.) multiplioirt, 

[(a, a,„r'^A(a,,o^yr = x^-Ay' = 1, 
wie verlangt wurde« Die Werthe von x und y findet man bequemer 
durch die Formeln 

Im X — — 2 *- ;, 

S. y^\^ ^^^ . 

Man bezeichne die Werthe von x und 7, die dem Exponent^i n enf spre« 



•) Hut. de Vaoad. de Berlin an. 1767. 
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eben, durch jr«, y„; sobald nun zwei Werthe jr„..i, y„_i und jr„, y„ gege« 
Lcn sind , so kann mau daraus den Werth von 0:^4.1 j y^^i finden. Denn es ist 

^/i+i = ' 2 

i- 2 V 

es ist aber auch 

^n • ^ ^1 = 2 "" 

%_ ( q, am — q, , amV^Ay^ ^ (2 (o , am)* — 2a,a„^.a^^ nmV^A ) 

^ ^ ; 

nun ist Aictj^ya^'^^^^a^ a^Y — 1; substituirt man diesen Werth in dem 
AVerthe von Xnj,i^ so findet man 

(a. am + «, . gm V'^'^» (2(a, am)' + 2a q^-gi , a^Y'A--^ 1) 
^«+1==^ ^ 

, (rt, Om — gi> gm V"-'^)"''' (2 Ca, a;„)*— 2 g, gm.gi, amV^-^— 1) ^ 

und eben so findet man 7„4.i=yn«2yi — y«-i. Die Werthe XijX2jX^....\ 
und eben so die Wertho y^ y^? ^3» •••• bilden daher eine recurrirende 
Reilie, deren Beziehungsseale 2xij — 1 ist. Dab die Formeln (7.) und 
(8) keine Wertlie liefern können^ die nicht in den Naherungswerthen 
von ^A c^ntbalten sind, ist klar; es mufs nur noch bewiesen werden, 
dafs die Formeln (7.) und (8.) alle iOAÖgKcben Werthe von x und y geben« 

Man ncbne an, es entsprachen die Werthe — , ^^^ beziiglich den Nähe« 

yn ^n+i ^ 

rungsTrerthen fjJlL.^ JL^^ und es lägen zwischen diesen NSherungswer- 
ihen noch andere, die der Gleichung (4.) Genüge leisten« Sei die auf 



a 



— zunächst folgende = 3i^i±ü^. , und zwar 

g|,gr ^ Ö,,gr4.m+i 

^r+lC=2a; 0^4^25=0,; fl^j =Ö2; .... Är+m+i=Äm* 

Nach $. 9. Formel (/'.) ist 

g n gr^m+i gf Or g^ a,4-» .fi • ^ i , gr — gj_^gr4-m+i • g, gr Or-H . gr+m-f i 

«itgr+m+i g|>gr «i • ^r g, , gr^-m-f i • gi > gr 

g, , «m 
Oj > a,4.,A-ri-g| I g/ 

Man findet aber leicht, wenn man statt ar«, y„, a?„+i, y,^.i, ihre Werthe 
aus Formel (7.) und (8.) substituirt, dafs Xn^yn^i — •^'n+i • y» = fl^i , fl« ist, 

also ^ --^ = T~^—'^ nu" ist ö,, ö,>ö„ a^^,: es wäre also 
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Of Or •»?* ,^.^ ^ß ^r O« ar^m-^-x 



n » n n -n n n n ^ 8^8«" ^ Vorauwetzung, da fa ^^>^:±L, 

fll>ör «n«* ö'i^Or a, , a,+^-j.4 ö » ÖT I a^^QrJ^nt^^ 

zwischen -^^- und - ^^^^ tiecen soll* 

Man bemerke noch Folgendes: Da alle Theilnenner des Kettenbruchs, 
der den Werth Ton ^J angiebt. die grö&teZahl sind, die in einem Aus- 

drucke von der Form — -^^ enthalten ist^ aber erst das 7>, welches dem 

letzten Theilnenner 2 a der Periode entspricht ^ ss 1 ist^ jedc^ vorherge- 
hende dagegen ^2 sein miifs, und / nicht gröber als a sein kann, so 
folgt daraus, dafs alle Theilnenner, die in der Periode enthalten 
sind (den letzten 2a ausgenommen), =0 oder <^a sein müssen« 

116. 
Das Aufsuchen der kleinsten Werthe, die der Gleichung (4.) Ge« 

nüge leisten, führt oft zu sehr beschwerh'chen Rechnungen: so z.B. hat, 
wenn ^ = 331 ist, die Periode des Ketten bruchs, der den Werth von 
}/^A angiebt, 34 Theilnenner« Eine Abkürzung des gewöhnlichen Ver- 
fahrens scheint aber ganz besonders von der Auflösung einer an und für 
sich sehr ioteressanten Frage abzuhängen, nemlich: ob man nicht, wenn 
eine Zahl A gegeben ist, aus derselben alle Theilnnener des 
entsprechenden Kettenbruchs durch eine allgemeine Formel 
ableiten kann. Die Lösung dieser Frage, die bis jetzt die Mathematiker 
wenig beschilft igt zu haben scheint, scheint um so eher möglich zu sein, 
da man wirklich für gewisse einzelne Fülle den Znsammenhang zwischen 
A und den Theilnennern nachweisen kann. Einige solche Fälle haben 
schon früher Eni er '^), Kausler*^) und Degen '*^*) gegeben; sie lassen 
sich aber sehr vermehren. Ich habe in der folgenden Tal>elle nur eine 
Anzahl von Formeln zusammengestellt, in welcher die Anzahl der Thell«^ 
nenner nicht sehr grofs istt ; sie enthalten die meisten der früher bekannten 
als einzelne Fälle. Hierbei ist folgende Abkürzimg angewandt worden: 
Da dieselben Theilnenner in der Periode in umgekehrter Ordnung wieder* 
kdbren, so sind die Theilnenner überhaupt nur bis zum mittleren 
Theilnenner, wenn ein solcher vorhanden war, angegeben , dieser aber 
in Klammern eingeschlossen worden (§• 109). War kein solcher mittlerer 
Theilnenner vorhanden, so sind die zwei mittelsten und einander gleichen 
Theilnenner in Klammern eingeschlossen worden. Findet man also z.B. 
bei Formel [6] die Theilnenner nji^{n — 1) augegeben, so heilsl dies, 
dals die Periode aus den Theilnennern 1, n — 1, 1, 2/i besteht. 

*) Novi commeni. acad. Petr. T. 11. p^. 40. 
^♦) ]\Um. de Cac. de Fetersh. T. 2. pff, ü5, 5JQ. 
♦•♦) Canon Pellianus pg. XFIL 
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I«t die Zahl A | 90 gind die Theilnenner 



11] 

[2] 

w 

[5] 
[6] 
[7] 
[8] 

m 

[10] 

["3 

[12] 
[13] 
[14] 

[15] 
[16] 
[17] 
[18] 
[19] 
[20] 

[21] 
[22] 
[23] 
[24] 
[25] 

[26] 
[27] 
[28] 

[29] 

[30] 

[31] 
[32] 

[33] 

[34] 

[35] 

[36] 
[37] 

[38] 
[39] 
[40] 

l-li] 
[42] I 



a 1 % 

m n 'f'Tn • • • • « 
ni n '^'äCnt • ^ • • 
m n ^älm it • • • • 
7/»»(n + 2;*--2m . . 
mn-f*'^ — 1)* +2(m« + m 
ii» + 2m — 1 » . . , 

(2b + 3)' + (*'»+3) . 
(2m + t)».n»— 2fi . . 
:[(m» + m)n_(l + 27n)]' + (l 
(6n— l)» + 4n — 1 . . 

(5n + 2)»+5«+l . . 
(i6«-2)»+8n— 1 . 

:(3«+l)' + 3n + 2 . . 
;(3«+l)» + 2n + l . . 
(3n + l)»+4n + 2 . . 
An* +4n — 3 .... 
(15n— 7)» + lln— 6 . 
(10« — 3)» + 4n — 1 . 
36«' — 17n + 2=(4rt— 1)(9 
(9it + 2)' + 8« + 2 . . 
(lOn — 3)» + ll« + 3 . 
: (20m+8)H 31 m +13 = (16 m 
(7«— 2)» + 8n-2 . . 

;(17n— 3)' + l2«—2 . 
;(7n + l)' + 6« + l . . 
(6n + 2/+4n + l . . 
(4rt + 2)H8. . . . 
(9n + 3)' + 18 . . . 
(9« — 3)' + 10«— 3 . 
(12«-4)'+16«— 4. 
(12« + 3/ + 3n+3 . 
(6« + 8)> + 12« + 5 . 
(4« + l/ + (3«+lj» . 
(16« + 2)» + (8n + l>». 
(2n-Hl)* + 2' . . . 
(4«-l)»+(3«— !)•. 
(15rt— 2)» + (8«— !)• 
(12«-7/ + (5«~3)» 

f20n + l)' + (2I« + l)* 
(12«— 5)» + (5n— 2)» 
(6« + l)* + (8« + 2)' . 
(ß„_l)»+(8„_2.' . 



1) 



+2m 



2) 



)» 



+7)(25m+ll) 



: m n, (2 n) 
■ mitf («) 
m«, (1) 

;m(« + 2)— 1,1,(2« -1; 
;m(« + l)-l,l,(2(«-l)) 
fr, 1, (« - 1) 
2«+3,l,(«) 

(2m+l)«— 1,1,(2«— 1) 
:(m» + »«) « — (1 + 2 m), m, (2) 
(6« — 1), 3,(3«— 1) 
:5«+2,2,(2n) 
; 16«- 2. 3,(1) 
.3« + l,l.l,(2«) 

;3« + l,2,l,(3«) 
!3« + l,l,2,3« + l 
:2n,l,«-l,(2) 
.15« -7, 2, 1,(2) 
:10«— 3,4, 1, (5« — 3) 
;6«-2,l,l,(2) 
:9«+2,2,4,(9«+2) 
:10«— 3,1,1,(4) 
:20m + 8, 1,3,(2) 
t7«-2.1,l,3,(7«~2) 
;17«-3, 2,l,5,(17«-3) 
r7« + l,2.2,l,(7«) 
:6n + 2,3,3R, 1,(4) 
:4« + 2,n, 1,1,(2«) 
:9« + 3, n, 2, 1, 2», (9« + 8) 
r9«-3,l,l,3, 1,(9«— 4) 
: 12«— 4, 1,2, 3«— 2, 1»6,(6«— 2) 
12« + 3, 2, 1,3«, 5, 1,(6«) 
6 « + 8, 1. «, 2, 3 R +3, 1, (4a+4) 
5« + 1,(2.2) 
17« +2, (4, 4) 
2«+!,«, (1,1) 
6« -2, 1,(1,1) 
17« -3, 1,(3,3) 
13«— 8,2,(1,1) 
29«+ 1,2, (2, 2) 
13«-6,1, 1.(1,1) 
10« + 2,4,1,4«,(3,3J 
lOn-3, 1,4, 6«— 2,1,(2,2) 
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Diese Formeln^ die »ich noch ias UnencIIiclie vermehren h'eDieu^ kun«* 
neu mit gutem Nutzen gebraucht werden^ wenn man Tafeln Lerccbnen M^ill, 
die fSr jedes A die kleinsten Werthe von a: und y angeben ^ welche der 
Gleichung x^ — Ay^z=:±t Genüge leisten. Sie geben Bbrigens zu eben 
80 viel einzelnen Theoremen aber diese Werthe Veranlassung. So z.B. 
kann man sagen^ wenn u4 = /2- + 2/2 — 1 ist, so sind die geringsten Werthe 
von X und j, die der Gleichung a?' — ^y- = l Geniige leisten, nach [G], 

Ziihler und Nenner des Bruches ■' T. ^ , d.h. ac = ;2(/2-j-3), j=/24-l. 

Einzdne Formeln können auch bei der Untersuchung über die Zerfaillung 
der Zahlen in Factoren dienen. Ist z.B. die gröfste in ^A enthaltene 
Zahl 6/2 — 2, und die Periode des entsprechenden Kettenbruchs 

= 1,1, 2, !,!,!>, (6/2 -2), 
so ist nach [19] die Zahl A noth wendig ein Product aus den Factoren 
(4/2 — 1)(9/2 — 2); einen ähnlichen Satz würde [22] geben. So lange 
jedoch diese Formeln noch vereinzelt sind, können sie nur einen sehr 
untergeordneten Werth haben. 

116. 
Dift Gleichung x^ — ^y' = — 1 ist nach §.111. und 114. nur und 
immer anriösbar, wenn die Periode eine ungerade Anzahl von Theilne»» 
nem enthalt, d.h. wenn sie keinen mittleren Theilnenner hat. Es ist 
daher interessant, zu untersuchen, wie die Zahl A beschaffen sein mub, 
damit diese Gleichung wirklich aufgelöst werden kann. Mau nehme an, 
es sei a die grüfste ganze in /^A enthaltene Zahl, und die Periode be- 
stehe aus den Gliedern 

so ist 

/•^ = Ä 4- i— —a + ^-r (^' 14. Form. 8.). 

4-i 4.J 

-f-i -f-J 

Man setze nun 

Crel1»^s Journal <K M. Bd. XI. Hft. 4. 44 
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so ist 



H \ 

JJ^(«xf «'») + «i> «n-i 

Hieraus findet man nach gehöriger Redaction 

oder 

Nimmt man nun an^ da£i 

D > /}, 
bezBgfioh die Wertlie von z sind, die den NaherungsweHhen f' "j^' , f^ 
entsprechen ($« 107« Form. 21.)> so ist 

folglidi 

aber audi 

^ = 7i^ + 2>D, (f « 107. Form. 20.) 

also 

II. Jz=zl,^ + D,\ 



Die Zahlen /i und Z)^ können keinen gemeinschafflidien Factor haben, 
denn hatten sie einen solchen , so malkte er nach (11.) auch ein Factor 
Ton A sein ; hieraus wSrde fdigen, dafs er auch ein Factor von a, a^ Utp da 
man {a, Ony^=^±D^^ji(a^,a^y bat^ und eben so würde folgen, dab er 
auch ein Factor yon a^ e^^ ist ; es miilsten also e^ 6„ und a^ a,,^ einen ge- 
mcs^nschaftlichen Factor haben , was nicht möglich ist , da sie ZBhler und 
Nenner des Kettenbrucfas 

sind (§. 10.)« 

Die Gleichung dr^~>^y^=: — 1 kann daher nur dann statt finden, 
wenn sich A in zwei Quadrate zerlegen lä&t, deren Wurzeln Primzahlen zu 
einander sind; es mub daher A entweder = (2/)^ «i* (2ii + l)^ oder 
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ss(2t+ty + (2u + iy seioy cl.lu die GleiobuDg hat keine Auflösung, 
wenn A in der Form 4/i oder in der Form 4it-|-3 eotiialteD ist. 

Es verdient noch bemerkt zu werden^ dais auch y die Bumme 
Eweier Quadrate ist^ deren Wurzeln Prinusahlen zu einander sind* Da 
nemlioh y der Nenner des Kettad>ruchs 

ist, so findet man y = (fl^i>aO*+(^if ^n-i)^; ab« Ci,c^ und Äi,a^i sind 
Zahler und Nenner des Kettenbruehs l^(^»+l-^-4+*'«« + l«^i)i und 
haben daher keinen gemeinsdiaftlichen Factor« 

117. 
Hat die Periode einen mittleren Tbtilnenner^ so dab sie aus den 
Gliedem ^^^ u,, .... a„, c^^, a„ .... c^, «t 

besteht, und ist a die grolste in ^Jl enthaltene ZaU, -^ der erste Nahe- 
nrnnwerth« der dw Gleichung 

Genüge leistet, so ist 






«1 1 «n— 1 

Hieraus findet man 

y = ffi » ff» (ffii+i*ffi> ffn + 2 «1 , «,_,)• 
Substituirt man diese Werthe in der Gleichung 

/»* — rfy* = 1 = (ff, ff»^ . ffl , ff,~ff> ffi»- ffl> ffn-l)% 

80 erhttt man 

[(fff a„)"— ^(ffi, ff.yj(ff»+i-ffi, ff,.+2ffi, ff^)« ±2ff^ ff«> 
nmi ist aber auch ^^^ •.)^-..rf(a„ ir.y « ±i3 ^X 
folglidi 

12^ ff«+i.ffoff»+2ffi,ffn^Äa-^, 

d«h« D ist ein Factw von 2a, «„• 



*> Wenn nemlich ^^^^ der Wertb Ton » ist, ans dem «au «h-i Äadet. 

44» 
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Die Zahlen a^ a^ und ff i , a^ haben keinen gemeinschaftlichen Fac- 
tor; ist daher D eine ungerade Zahl (und mithin ein Factor von a,a„\ 
80 folgt 

D muCs also auch ein Factor von A sein. Es sei a,an^=k.D^ Assl.D^ 
so folgt aus (13.) 

Ist D eiue gerade Zahl = 2 £^ so ist £ ein Factor von a, a^ > die Gleichung 
(12.) geht daher in folgende über: 

f <; (<>- OnY A(a^, OnY tt)^ 

ID. ~£ E ^^' 

en mufs hier wieder £ ein Factor von A sein; setzt man a^a^^=ik.Ey 
A^=^LE^ so hat man 

Ist A eine Primzahl von der Form 4 /2 -{- 1 y so niufs / = 1 und AssD 

sein 9 wenn Z> eine ungerade Zahl ist; die Gleichung (14.) geht alsdann 

in folgende über: 

17, (a,,a„Y-A.k'^ + l. 

Diese Gleichung kann aber nicht statt haben ^ man möge das obere oder 

untere Zeichen nehmen; denn im ersten Falle würde die Gleichung 

a:^^Ay = — l 

eine Auflösung haben^ was nicht mögUch ist^ da der Kettenbruch einen 

mittlereu Theilnenner hat; im zweiten Falle würde die Gleichung 

durch Werthe von x und y aufgelöst werden^ die kleiner ab p und ^ 
sind 9 was ebenfalls gegen die Voraussetzung ist Aus Gleichung (16.) 
würde folgen 

wenn Az:= E und folglich / = 1 wäre ; diese Annahme ist aber unmöglich« 
weü sonst D = 2A, also />>2/'^ wSre, gegen §. 110. Es mülste folg- 
lich £=1^ ^=/sein^ und es würde daher aus Gleichung (lO.) die Gleichung 

19. k^ — A(a,,aJ=: + 2 
folgen. Sind aber k und c, , a^ beide gerade Zahlen ^ so sind ihre Qua« 
drate in der Form 4 m enthalten: es mülste daher k^ — A(ai^a„y durch 4 
theilbar sein« Ist k eine gerade^ Oi, a^ eine ungerade Zabl^ so ist k^ m 
der Form 4 m, (qi ^ a„y in der Form 4m + i enthalten : es ist also auch 
^(p^y^if m der Form 4/w + l enthalten^ und daher kann ^^— -^^(«i,««)* 
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Dicht duroh 2 theilbar sein« bt eDdlicIi Oi,^» und k ungerade^ so ist 
fio^rohl Ar^ als auch (a^ y a^y in der Form 4 /ti -|- t enthalten , daher muts 
t^ — ji(ai,ajny durch 4 theilbar sein. Es kann daher unter der Voraus- 
aetzungy dals ^ eine Primzahl von der Form 4/2-f-l iat^ weder die Glei- 
chung (17.) noch die Gleichung (19«) statt haben, d. h. es kann überhaupt 
eine solche Zahl nicht so beschaffen sein, dafs die Periode des ihrer Qua- 
dratwurzel entsprechenden Kettenbruchs einen mittleren Theilnenner ent« 
hielte; es ut daher fiir eine solche Zahl immer möglich, die Gleichung 

j;^ iy2=:_l 

zu lüseü, und sie besteht aus der Summe zweier Quadrate, deren 
Werth man jedesmal durch die Entwickelung des Kettenbruchs finden 
kann; es ist nemlich 

wo /i und Dl die in §. 116. bezeichneten Werthe haben. Die Natur der 
Zahlen /| und Z>j kann noch genauer bestimmt werden. Es ist klar, dab 
eine dieser Zahlen gerade, die andere ungerade sein mufs: es ist aber 
immer Ii gerade, Di ungerade. Denn in §« 116. wurden die zwei 
Gleichungen 

(a, a„f — A {fii , n^y- = + /?. , (t/, a^.O' — ^ (<^i y ^^.-i)' — + A 
gefunden ; da nun ö» a^. n^ , /?,._, — a^ «„• «r, cr„..i äs + i ist , so können die 
Zahlen ö, a^; Cj, a^; c, ßf^_i; /7j, a^^i weder alle gerade noch alle ungerade 
sein; es müssen vielmehr entweder drei ungerade und eine gerade sein, 
oder es müssen von den Zahlen ßf, a^; ^i^ö^-^^ a, o„..i; öi, c,, entweder 
nnr die zwei ersten, oder nur die zwei letzten gerade sein. Die Voraus «r 
letzung, dals drei Zahlen ungerade sind, eine gerade, ist aber unstatthaft, 
weil sonst von den zwei Ausdrücken 

{a^a^y—AiaiyO^y und (Q,a„^y^^A(ai,a^^if 
einet einer geraden, der andere einer ungeraden Zahl entspräche* Es 
mufie^ daher nothwendig eine der zwei Zahlen a^ a„ und o^ , a^ gerade, die 
andere ungerade sein, und dasselbe gilt von den zwei Zahlen a, a^^j und 
Cj, ö„^i# Mithin ist (a,a„f~A(üi, n,;y und (Oya^^y-^Aiai, flf^,)% also 
audi Dl eine ungerade Zahl, und /i eine gerade*). 

118. 
Ist A eine Primzahl von der Form 4 m + 3, so mub der ^A ent- 
sprechende Kettenbruch eine Periode mit mittlerem Theilnenner haben 



*) Dies hat suarsl Gau/s auf andersm Wege ^efandea« Disq. ariih. ort. 265. 
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(116«)« Da nun die Gleichung (17«) auch Cor diesen Fall nicht statt haben 
kann 9 so rnuis die Gleichung (19.) gelten ^ abo Z>s=:2 sein« bt A von 
der Form 8m-j-3^ so kann nur die Gleichung 

ist dagegen v^ es 8 m 4* 7^ nur die Gleichung 

i^-^(a.,a.)^ = 2 
realisirt werden« Denn es ist einleuchtend^ dafii in jedem Falle die 2«ahleni 
k und Of^ Oj, ungerade^ also ihre Quadrate in der Form 8m-|-l enthatten 
sein miissen« Ist u< = 8m-)-3^ so kann nieht 1c^ — 2=^^(^19 0% d« iu 
8/71 + 1— 2 = (8ro + 3)(8m + l) sein, und ist .irf=:8m+7, so kann 
Dicht it'+2 = ^(iri,a»)% d.h. 8i7i+l + 2=:<8m+7)(87n+l)sein« Da 
a^a^zszkE und JSssl ist, ao hat man, wenn ^ in der Form 8m + 3 

enthalten ist, 

(a,Ä^^-^((i„aJ = -.2; 

ijt dagegen A m dw Form 8m -f 7 enthalten, so hat man 

(a,a.)^~^(a„aj^ = 2, 
d.h. fe nachdem A eine Primzahl ron der Form 8m4-3 oder 
8m-)-7 ist, wird der mittlere Theilnenner a„^i eine gerade 
oder ungerade Stelle einnehmen, weil, je nachdem das Eine oder 

das Andere der Fall ist, ^' ■ ^'' - kleiner oder grolser als ^A sein, und ddier 

m^^ me ungerade oder gerade Stelle einnehmen muls« 

Sobald A eine Primzahl ist, so lutfin nur in dem Werthe des 

Ausdrudcs — ^^^ ^>^w welchem sich der Theilnenner Uy^i erglebt, i>ss2 
sein: denn (8nde sich ein anderer Ausdruck ^ — 2^' ^^ aiaem anderen 

Theilnenner entspräche, so würde sowohl die GAeichung x^ — ^jr^ss2 
als x^ — Ay^^ssi — 2 aufgelöst werden können^ was, wie so eben bewie- 
sen wurde, unmöglich ist (vergl. %. 114.). Übrigens hSngt der Beweis 
des Satzes, data die Gleichung x^ — Ay s= — 2, und die Gleichung jp* — Ay^ 
=12 beziiglieh nicht für die Zahlen u^=s8m + 7, utf88m + 3 statt ha- 
ben kann, nicht von dem Umstände ab, dafs diese Ziahlen Frimsahlen 
sind, sondern gilt audh (ür alle übrigen» 

Das Yorstdiende bietet ein nettes Hiilfs mittel dar, die Prim- 
zahlen von det Form 4it4-^ von den ausammengeseisten Zahlen in vielen 
FaDen fit unterscheiden» Ist nemlich eine Zahl u5rs4/i + 3 geg^)en, a^ 
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entwickele man den dem Werthe /*ji entsprechenden Kettenbrucb. kf als» 
dann in dem Ausdrucke — 0*9 ^^ welchem man den mittleren Theii- 

nenner findet, D nicbt =:3^ ao ist man sicher, dafii A keine Primzahl 
bt, wiewolü umgekehrt Z>=:2 und u4 dennoch eine zusammengesetzte 
äSahl sein kann« Sobald A eine ungerade Zahl und £> = 2 ist, so ist der 
nuttlere Theflnenner a^i == a odw nss a — 1^ je nachdem a dne ungerade 
oder gerade Zahl tat« Denn aus der allgemeinen GleicHjung 

^ = /,^ 4. DZ), (§• 107., 29.) 
folgt im vorliegenden Falle, wo Z>j s= 2 Ist, 

oder 

und, wenn man A^sti^^m setst, 

Ii^a^'^m — 4, 
mithin 

iri>a — 2; 

da aber zugleich J, nicht grofser als a sein kann, so kann es nur s=sa 
oder s=a— -1 sein. Femer mub /, eine ungerade Zahl sein, wttl A 
ungerade und Azs^J^'^-DDi ist, folglich Ii'=^a oder ssa—- 1, je nach« 

dem o ungerade oder gerade ist; da stber a,^, die grolste in —^ 6*>t« 

haltene 2!ahl ist, so folgt ff^i = /i» Man kann ddber auch sagen: wenn 
A eine Primzahl von der Form 4/i-)-3 ist, so muls der mittlere Theil« 
nenner =a oder ssa-P-l sein, je nachdem a ungerade oder gerade hu 

Für den Werth Ds=2 folgt (aus $. 117. Formell.): 

_ a^tf,>— 2g^,g»^ 
»Ä+i — -z ~ ? 

nun ist 

«I «11= fl^.^lf ö»+ «2^ fl^nj 

also 






Ist Asssin'\'3^ so hat man daher O29 ^n = 2iari,a;^i,. wenn a ungerade 
ist, und 2ax,aH4.i-— a2,a^=3 0i.,a„,. wenn a gerade ist. 

119. 
Die Aufgabe : alle Weräie zn finden, welche der Gleichung ^ — Ay^ 
SS 1 Genfige leisten, ist als einzelner Fall in folgender allgemeiuereo ent- 
halten« Es sei der Ausdruck ' ^ gegeben, wo 27, Z), A ganze Zah- 
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len bedeuten 9 und I<^^J, D<;.2^A ist; man soll die Werthe finden, 

die der Gleichung 

20. üo^—Ay'zsn} 

Genüge leisten ^ wenn n den grolsten gemeinschaftlioben Factor der drei 
Zahlen 2 1, B, — -^ = B^ bedeutet« Da hier von Anfang an die Werthe 
von / und D in Grenzen eiDgeschlossen sind, so muls derselbe Werth 

^^^^ — auch wieder vorkommen , wenn man die fintwickelung dieses 

Werthes durch einen Kettonbruch ausfahrt. IKeser Kettenbruch ist daher 
von Anfang an periodisch» Es seien die Glieder der Periode 

also -^A^l ^ , 1 V^+I . 

O 

Hieraus Gndet man die zwei Gleichungen 

— gr- • Ol » Om + («I » «m-l ■— «'^ ««.) -ß = «, «m-I » 
y •»1»"/»"1 g — "> 

D 2 ^ 



also 



und 



^9 *•»!— 1 •— •*!> "*m r\a —^ ri • 



Man setie a,c„ — ^i^.r=<p,- ^^=^, «o kt 



— \,«>«iwy ""^ 2j '*'^ ^D 

— C^> ^«r — - ^f fl^m 2 ^n^m^Oy a^_, 

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muls, je nachdem 
.ILl^i oföfser oder kleiner als — =^ ist, d. h. le nachdem die Anzahl 

a^ y am ^ V ' ' 



3L Stfrm^ ThtoriM der KMmhrüeht. 341 



der in der Periode enthaltenie Tbeilnenner gerade oder ungerade ni ; seiat 
man im let^stereo Falle den Kettenhruch 

Es kann non leicht bewiesen werden ^ dalii im ersten oder letasten Falle 

bezBglich 

n.^ und /iv^ oder n^<p' und n^ 

die kleinsten Wertlie von x und y sind, die der Gleidhung (20«) CrenSge 

Idsten^ und dab man alle übrigen Wertlie dureh die Formeln 

X -^ , 

y= aT'^j 

bn ersten Falle^ oder durch die Formeln 

XZ=z ^ , 

im zw^ten Falle erhfilt« Die genaue Firörterung wird jedoch hier über« 
gangen^ um die Abhandlung nicht zu sehr ausasuddmen ^)» 

Schliilslich möge noch Folgendes bemerkt werden. Die Eigen- 
schaft der in der Form 4 /i -|» 1 enthaltenen Primzahlen ^ dab der ihrer 
^adratwurzel entsprechende Kettenbruch keinen mittleren Thcilneoner 
enthaltmi kann^ kann in vielen Fällen dam dienen, diese Primzahlen Ton 
den zusammengesetzten zu unterscheiden« Ist nemlich eine Zahl A^=zi^n -{- 1 
gegeben, so rerwandle man ^A in den entsprechenden Kettenbmch j ent- 
hält dieser einen mittleren Theilnenner, so wtils man mit Gewilsheity dafs 
A keine Primzahl ist« 



«) Die Auflösung der Oleichang (20.) bat suerst 6 soft gegeben {pisa. miihm. 
mi. 199.); ™^ Tsrgleiche auch Legendre Thiorie des nombr. pari. L $.1X« 



Grelle • Journal d. M. Bd. XI. Hft. 4. 45 
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Zusätze. 

« 

Zu $. 17. 

Eine-, der hier angenommenen, ähnliche Be:Eäohnung hat sdion 

Legendre gehnucht. S. Tratte de f ortet, ellipt. T.2, fa^. 509. 

Zu §. 28. 

l^Ian vergl. Euler Introd. in. anal. inj. Ca/>. 18. 

Zu $. 31« 
Anmerk. Da 

^ a^ — Ä . A^a^ 

SO kann man statt 

1. 






auch folgenden Ausdruck sdiroben: 

2. ,j:.F(nZZ ^ «.^ ^ V 

Aus dem AusdnidLe 

*-l_2 . 3 4 

findet Eoler {Opusc. anal. T.2. pag. 155.) vermittobt der Formel (2«) 

odJMP 

^ ^ I *•! .<6»4*0 «^aO.d •O.O*/ •• •• 

'^ "" * "^ 1.3.2».3.ö.4».5.7.6».7.T.8Vr'. » 

und bemerkt hierbei » rtf/u« veritas non facile perspicitur^ «juonium nu» 
meri factorum in numeratore et denominatore non aeouaies Statut poS' 
suntf etiamsi ambo sint inßniti." Indessen Ifilst sidi die Wahrheit dieses 
Ausdrucics ganz einfach auf folgende Weise darthun: Nimmt man das 
unendliche Produot stückweise , so hat man 

2.t».2 _ 4 2.1\2.4 _ 1.2*.4 _ 4 2.l'»2.4.3* _ 1.2*.3* .4_ 4 
1.3 ■" 3 » 1.3.2» ~1.2*.3"~ 3 » 1.3. 2*. 3. 6 '~1.2*.8*.6 "~ d * 

2.1'.2.4.3'.4.6 _ 1*.2'.3*.4*.6 _ 6 
1.3.2».3.ö.4» "" 1.2».3».4».5 "" 6* 
2.t* 2.4. 3*. 4. 6.5* _ 1.2*.3*.4*.5*.6 £ . 
1.3.2'.3.6'.4».6.7""1.2V3\4'.5».7'* 7 ^^ 
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Überhaupt kommen im Zahler die Quadrate aller ungeraden Zahlen vor^ 
und auberdem kommen alle geraden Zahlen doppelt vor, so dala (2 m — 1)^ 
zwischen 3 m und 2 m steht« Im Nenner dagegen kommen die Quadrate 
aller geraden Zahlen vor, und ferner alle ungeraden Zahlen doppelt , so 
dab fedes Quadrat (2 mf zwischen 2 m 4* 1 tiBd 2 ^/l -f 1 steht. Kimnit 
man daher den Zöhler bis zur Stelle, wo der Factor 2m zum ersten 
Bfale vorkommt, so wird dieser 

= 1 .2^3^ . . . ^('w— l)*.2m; 
mmmt osan hierzu den Nenner bis zum Factor 2 (m — 1)% so wird der Nenner 

= r.2^3\...2(m — l)\2m — 1, 
und der ganze Bruch 

_ V.2\3\...2(m'-iy.2m _ 2m 
■^ l».2».3\.,.2(m— l)«.2m — l~2m— 1* 

Nimmt man dagegen die Zähler bis zur Stelle^ wo der Factw 2(m — 1)^ 
vorkonunt, so wird dieser 

= l^2^3^ . . . (2m— l)^2mi 
nimmt man hierzu den Nenner bis zur Stelle, wo 2m-f-l som erstra 
Male vorkommt, so wird dieser 

= 1.2^3^...(2m — l)^2m + l, 

und der ganze BrufA 

— i-2V3V->-(2m— l)V2m _ 2m 
^ l,2\3»-..^(;2m— V-2m + l ~2m+l* 

Ist nun m unendlich gröfs, so fallen in beiden FSUen ZShler und Nenner 
zusammen, und man hat daher 






1«<5»^ «Osös^ •••• 



Zu 9. 34. 
An die Formel 

(«) = (*).(0 

ISfst sich die allgemeinere Frage knüpfen, wie man das Product zweier 
KettenbrSche wieder unter der Form eines Kettenbruchs darstellen kann« 
Es s^n die zwei Kettenbrüche 






gegeben : man soll einen dritten Kettenbrucb 
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".H-^ 



findeo, Bodafs [3]«[1].[2] 

ist* Y«r wandelt mtti den Kettenbrudi [1] in dne Reihe (nedi §.^.)» 

sodab [IJ =«(!+«, + «, + «, + ....) 

ist, und eben so den Kettenbruch [2], so dafii 

is^ 80 hat man bekanntlidi 

[l].[2] = «^(l+y,+y,+7,+....% 

wo 7i = «i + ßi; ya = «2+«ißi+ß2; y*=«b + «aßi+»iß2+|3, u.s.w.. 

Mt. Hieraus folgt (nach f. 32.) 

[1] . [2] = A + 21^-— - Xu.J. 

\ i^U V 

Es ist aber 

uDd daher 

' a »a^ ^ a, • Ol I a^ a*a|.«| , a^^Aui^ o^mi^AmAi^i $ A^ ALAg ^A^mA^pA^ ' 

Wendet man diese Erartermigen auf das Beispiel des (• 34. an, ioden 

[1] 8 (1 + 07)% r2]»(l-hx)* setzt, ao ergieiit sieh 

i^sssrdr, 42= — (r — 1)j5^ *j = — 2(r^— 2)xo... 
und 

B^sAjr, fia~ — (/i— l>jrt »3=^ — 2(ä— 2)ar*.*#, 
folglich 
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y, 8= (r + ;?)*, 

'« * ^ 24.(r-l)»— (r— IJ» ■'' 2-f (/i-I)*-(ii— 1)* 2 •' 

2r(r— l)(r— 2)a:* j r(r— l )n.a?' , r.n(n— l)x* , 2n(n— l)frt-.2)a?' 

73 =» O "• 2 "^ 2 + 27* 

_ (r-h«) (r+n-l) (r4*-2)x« 



6 



. . X. (r+«-l)(r+n>' (r4.«>c.(H-it)(r+n-l}(r-fn>2)a:'; 6 

^rrn^PT 5 (r+n.l)lr+n)a,* , (r-fitX»4-w-lXr-fii-2 ).T' . ^ 

A -J- ' • ■ V «IC« 



2 

nadi gdioriger Reduotimi 






or 



wie schon $.34. gefunden wurde. 

Auf Sholiohe Weise würde man audi einen Kettenbraoh finden 

können, der demProdoete von mehr als zwei Kettenbruchen gMoh wSre. 

Terbindet man das hier über die Multiplioation der KettenbrSobe 

Gesagte mit der Bemerkung, dals man jede ganze Zahl^ und xwar auf 

Kettenbruoh, der ohne Ende fortlauft, Ter** 
kann, so kann man hierdurdi eine Menge von Foimeln ableitent 

ersiebt sich aus dem Ausdrudce m es -- — * , die Formel 
[4] m:^-^ ^ (vepgl. f. 65,). 

n — m-4* '■' ■' ■ 

' . nm 

n — m + 



n — m etc. 

Hieraus lllst sidi sdion mandie merkwürdige Beaiehung finden» Setzt 
man z« B« /2 = m + 1, so hat man m = — ^ , v (wie man auch finden 

^ l + eic. 

wurde, weui man den ganzen Kettenbruch s: x setzte, weil alsdann 
ap= -^*T^ wäre). Setzt man ä = /i2 + 2, so hat man 

t •■ *** ^ , m.m*4"2 

eben so ist 
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[6] r = l-"+2 



also 

^ + 2^tZ' 

und wenn man eine gröbere Anzahl von ganzen Zahlen m^ r^ s^ t^ . . . , 
in Kettenbrache verwandelte^ so fände man auf dieselbe Weise 

y/t.m+2 y r,r-^-2 5.^4-2 (mr5,>.0(iwrj. .,,*f-2) 

77 1n.m- f2 o ■ r.r + 2 ^ J,5 + 2 ^ •••* ~ . {mrs....){mrs....^ 2y 

^+ 2 6lc. "*" 2 etc. "•* 2elc. "*" 2 elc 

Diese Befrachtungen lassen sich in's Unendliche fortsetzen, bieten aber 

weiter keine Schwierigkeit dar, und können daher hier abgebrochen werden« 

Auf eine andere Weise kann jede ganze Zahl in einen Kettenbrucb 

vermittelst der Formel m = m — 1 -{ verwandelt werden^ aus weldier 

ffi 

man 

[7J TO = w-l+i2 



m — 1-4- 



m — 1 etc. 

findet. Es böte sich hier auch die Gelegenheit dar, mancherlei interes* 
sante Reihen zu entwickeln; der KSrze halber möge hier nur folgende 
Platz finden. Setzt man in Formel [7] f&r m den Werth 3, so hat man 

verwandelt man diesen Kettenbruch nach ($• 28«) in eine Reihe ^ so fio* 
detman 2 2» , 2» 2* ..J! 

^*"*"T~o+o""ö7n"*" 11.21 •••• 

Das Gesetz^ nach welchem diese Reihe fortgeht, ist einleuchtend 

Eine andere Formel, vermöge welcher man eine ganze Zahl in 
einen Kettenlirach verwandeln kann, ist audi folgende: 

[8] m=:m + l— i= 



m + 1 1 ^ ^ , 

' m -f- 1 etc. ' 

welche man aus ms=:/7i-{-t ableiten kann (vergU %. 62.) • 

Terbindet man nun eine der Formeln [4], [7], [8] mit irgend einem 
bekanntmi Kettenbruche durch Multiplication^ so kann man hierdnrdi eÜM 



31. Stern, Theorie der Keiienbrüehe. 347 

uDzfihlige Menge neuer Kettenbruohe finden« Jedoch muCi der Verfasser 
gestehen^ dafs er auf diesem Wege, gegen Erwarten, nur sehr verwiokeite 
Ausdrucke gefunden hat, seihst wenn die einfachsten Verbindungen aoge- 
irandt wurden« Es soll z. B« der Kettenbruch 

i 



1 = 2 



2-* 



2 etc. 

(den man aus Form« [8J erhalt, wenn man m s=s 1 setzt) mit dran Ketten« 
brücke _ i 



1+ 



1+— 



1+^^* 



1 etc. 

moltiplidrt werden. Setzt man den ersten Kettenbmch = [1], den zwei- 
ten s= [2], so hat man 

as=2, <»i = 2, tfi, ^2 = 39 «i> «3 = *i «1,. 045=5, .. •• 

Ä| = 1, Aj = If *3 = h A4 =s — 1, • • . • 

B^ SS 1, B2 ^^^ 1 • 2, JS3 = 2 • «J, B4 SS J • Y, • • c • 

mMiiB 

7i— 1-» 7i=~i> y>=TO> y***""«)» 

und 

i=ix(i+4 =^ X (t + f-n 

^ — 7 ^ * 3.35 

*-| 5 35 o- 63.72.8 

1 T'^ 74 «tc. 

~"T 53 

37 SO 

"^ ^'^ 



Zu §.49. 
Verwandelt man das unendlidie Produci 

1 2 4 6 10 12 16 
T"'3*6"*7*ll*13*17 

naoh Formel (4.) in ^en Kettenbrocb, so findet man 



• • • • 
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12 4 6 _. 1 



2——- 



4_22 



. 4.6 

im?— 






f7 - 

23 «»c' 

it aber 

Jl «_ 2.3 j,_ 4.6 ^__ e.7 .^ I9.tt 

2-« 






4 — 2 
ako 



2-« 



1-2 



r«^ 



2.3 

7- 



*— 4.5 



11 etc. 



also 



1 2 4 6 10 ^ 



wie sohoD Euler gefbnden hat. (Introd. in. anal. inf. T.i. f«277«) 

Zu 9. 53. 

Zu den MUTergeDten Ketteubraoben rechne ich auch diejen^en^ 
welche sich einem bestimmten Werthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe nähenoi y je nachdem man 2 n oder 2 /i + i TbeilbrSehe 
sur Berechtiung anwendet« Diese Kettenbriicbe entspredien den Reihen^ 
bei welchen man sich einem bestimmten YV^erthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe immer mehr nähert, je nachdem man 2n oder 2/2-f-l 
Glieder zur Beredmung anwendet. Eine soldie Reihe ist z. B« die fdgende : 

Vereinigt man je zwei anf einander folgende Glieder, so geht die Reihe 
(^) in folgende über: 

(B)=4 +3:4 + 576 + 778 + '''-=*^-'^*-^- 

Das allgemeine GUed der Reihe (^ ist ~ , so dab die einsei« 

nen Glieder sich mehr und mehr der Einheit nSherni imd wenn BMn 
m ssz oo setzt, wird der letzte Thdl der Reihe 

=: + 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 eto. 
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wSn. IMier wM der WiHh der Reihe {jf) g^en den bestimmten Werth 
log« Bat* 2« oder gegen de« Wertb log« nat«2 + l convergiren, je uaob- 
dem man eine gerade oder ungerade Anzahl von Gliedern cur Berechnung 
anwMidet« Man kann aber jete eonvergirende Reihe in eine der Reihe ^ 
fiimiidie Reihe verwanMn^ wenn man zwischen je zwei Gliedern die Glie- 
der 4" 1—1 einscfaaUet* Soldie Reihen könnte man aHenfalb zwdldeH« 
t%e oonFer^bende Rdhen nemieii; in keinem Falle dSrfen sie aber wohl 
zu dea dirergirenden Rohett gerechnet werdm« Verwandelt man nun 
rine wcAAe BeSbe nach §. 3h in einen Kettenbruch^ so mub dieser ein 
zweideutiger eonForgirander Ketteabmoh sein» d. h« ein Kettenbrudi, dessen 
Werth sieh immer mehr einem bestumnten oder einem andern bestimmten 
Wertfie nBhert^ je nadbdem man eine gwade oder ungerade AmM von 
Theilhriidien zur Beredbnung anwendet« Hiemach ist das, was in (• 54* 
gesagt worden istf zu ergfezen« Sind nemlioh bei emem zweideutigen 
eonverg^renden Kettenbrucbn alle TbeilzShler und Tlieilnenner positiv, so 
kommt man allerdhigs audi dem wahren Werthe desto nfiher, je mAr 
Glieder man zur Beredmung anwendet; da aber ihr wabfier Yl^erth zwei« 
deutig ist, oder da dfe Rdhe, so zu sagen, swei wahre Werthe hat^ so 
kommt man bald dem einen, bald dem andern näher« So z. B« ergiebt sich 
aus der Reihe (J) der zweideutige conrergirttide Kettenbruch 

2 

welchen Kettenbruch schon Eni er (Opusc. anal. T. 2m pag^ A56.) gefun« 



den hat (nur dab er den Werth der Reihe (^)s=log«nat 2 + 1 seizf^ 
was aber offenbar nur das Büttel aus den zwei Werthen log. 2« und 
log. 2 4* 1 i>0* Keinesweges kann idi mich aber zur Ansicht des Herrn 
von Ettingshausen bekennen, der solche Ketteubrüche ab divergirende 
betrachtet (vergU dessen Torlos« über die hob« Mathem« Bd« 1« 8« 72«)« 

Zu Kap. 5« B. 
Da hier gezeigt wird, wie man die gruDite und kldnste Wurzel, 
wenn sie reell sind , oder die zwei groftten und kleinsten Wurrel% wenn 
sie imaginär sind^ direct fioflen kann, so erwächst hieraus zugleich eine 
wesentliche Yerbessening der Methoden, die Legendre zur Auflosung 
der Gleichungen gegeben hat, im Anfeinge zu seiner Theorie des nombres^ 

OrvU^s lomal 4. IL Dd. XL HS. 4. 46 
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trenn %erliaupt diese Metfioden nach dem Ertchekien von Fourier's 
jinalyse des Sguations noch einen Vorzug haben« Noch leichter kSmien 
diese Wimseki durch die Methode gefunden werden ^ die ich im Journale 
für die Mathem« ßd« 9. S« 305. ff. gegeben habe» 



Die Anwendung der Kettenbriidie auf die Auflöaung der Diflferen« 
aalglachungen , wiewohl sie manche Schriftstellw als besonders widitig 
hervorheben I ist wissentlich in dieser Abhandlung übergangen worden« 
Sie beruht nemlich auf keinem besonderen Principe, sondern auf einer 
Substitutionsmethode, ahnlich der, die in $• 87« angewandt worden h/U fat 
z.B. eine Differenzialgleichung zwischen den zwei veränderlichen Grölsen 

X und y gegeben^ die durch 

F{x,y):=0 

ausgedruckt wird^ so sudie man dnen Näherungswerth von ^, er sei ss a; 

man setze alsdann yssa-f--^, und subslituire diesen Werth statt y in 

^(^yy)y M erhält man eine neue Gleichung F(jr, y^sO; hier kann maa 
wieder einen Näherungswerth von y i finden, es sei dieser Oi ; alsdann kann 

man wieder statt y^ den Werth a^-f — substituiren , und fahrt man wo 

fort, so wird der Werth von y durch einen Kettenbrucb F(ö+1: ai-f-l:02etc«) 
ausgedrückt« Wiewohl Lagrange diese Methode besonders empfiehlt^ 
{Mem. de Vac. de Berlin 1776.), so geht doch schon aus dem, was mehr^ 
mals über das Yerhältnils der verschiedenen Entwickelungen in «aendlich 
fortlaufenden Ausdrücken erinnert worden ist, hervor, dafii kn Allgemei* 
nen solche Entwickelungen vor anderen keinen Vorzug habtti können^ 
da sie unter einander nur der Form, nicht aber dem Wesen nach ver« 
fldiieden sind, und fo ist wohl auch die Methode, Differenzialgleichungeii 
durch Hülfe der Kettenbrnche aufzulösen, der langst bekannten Methode, 
die dassellie durch unendliche Reihen leistet, niclrt vorzuziehen, da, beson« 
derb bei den Kettmbrüchen , die Bestimmung des vernachlässigten Restes 
so wichtig und in den meisten Fällen so schwierig ist. Dies hat ainA 
achon Legendre bemerkt {Exerc. du calc. inUgr. T.2. pag. 223.). 



Eine wichtige Bemerkung über Kettenbrnche von Jacobi, ^ 
anCserhalb des Planes dieser Abhandlung liegt, findet man im Joum. f. d» 
Math. Bd. 7. S.4UjGr., und ebendaselbst S.48. — 50« interessante Bemerw 
kungen von Hill. 



« 
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32. 
Note sur la loi de la refraction simple, 

(Par Hr. Pagmi^ Prof« ord. a la facuU^ des scieoces de rUoiversit^ de Liege.) 



Un nyon lumineux part d'im point determin^i et trarerse plusieurs mi« 
lieux diaphanes configus^ dont leg surfaoes de Separation sont donn^es« 
Soit L c:. i'equationy en teimes fiDU, d'une quelconque de ees surfaces« 
Denotons par s^ s\ les longueurs du rayon r^fract^i intercept^es par la 
surEace L, et leg deux gurfaces qui la eomprennent; Soient a, a\ deux 
oongtanteg^ dont la premiere depend de la natura du milieu qui contient 
la portion de rayon Sy et la seconde depend de la nature du mflieu qui 
contieut s^. 

D'apreg le principe de la moindre action^ on doit avoir 

en obgervant cjue leg variationg deg coordoaneeg doiTMit gatigfaire aux 
^quationg ^L = 0, ^Li = 0^ etc., dont le nombre egt ^gal ^ celui deg gur« 
&ceg de g^ration« En d'autreg termeg, 3 laudra eombiner l'equation 
pr^c^ente avec celle-ci: 

En developpant ceg deux ^quationg, et en egaluit g^par^ment h 
zero leg coefilcieng deg variationg hxy iy^ Sz^ on aura, reLativ^ment a la 
surfiMe liy leg ^quationg 

rf£ I fds^ I > dL ^ 
da?"*" dx* cfar"* * 

dy* dy * dy '^^ ^ 
da , ^/ds^ , ^ dL ^ 
dz ^ dz * dz 

Cela pog^; prenong pour axe deg jc la normale h la aurfieice L^ 
men^e au point ou eile est rencontr^e par leg droiteg s^ s\ On galt par 

dL dL 

la th^orie deg giuf aceg courbeg que l'on a, dans oe eag, -7— = 0« 3— = 0« 

- oy ' dz 

Partant 

dy * dy ^ dz ^ dz 

D'im aatre c6te, en d^nant fu ^ ßf 7, »'^ ß\ y\ leg ooainug deg aogleg 

4«« 
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ßi ctc«9 et 



qiie fönt les droites s^ s^f avee les axes des Xp y^ z; oo doU eToir -^sso^ 

— Ä 

et au moyen da ceB valeu» on d^uim svcoeftivement des deux ^qoatioiis 
precddeotes^ 

a^(l— «^)r=a^Vl _a'2)^ 
Mate 1 — «^ est le car re du «iaus de l'angle que fait areo la noiv 
male a la surface L$ le rayon imident ft et 1 «-* tc^^ le carrä du sinus de 
Paugle form^ aireo la mSme droite^ par le rayoo refraol^ s'i d'iMi fl soft 
que CCS sinus sont dans un rapport ooBstaut« Ou Toit douc^ oomment dn 
peut deduire du principe de la moiudre acfion une demonstration aussi 
generale quo facile de la loi dcoouverte par Sncllius et Descarte.s« 
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33. 

Solution generale d*un problöme <l'anal)rse combinatoire. 

(.Far Mr. RamuSy lecteor en uath. d« runiver&Ile de CoptahaKoe.) 

xJaiis le Bulletin des seiences mathim. etc.^ fevr. 1829«^ Air» CQnrnK>t 
a tnite le probi^me suivailt^ dont celot de Mairan a'eat que le cas le 
plus aiiKiplet 

yySor le nombre total des oombinaisona qu'on peut fiure avec un 
^^DMcibrc douD^ de pieees^ determiner «^par^meut le nombre de cellaa 
^^dont les exposana^)^ divis^ per uo certain module^^ donnent ponr reate 
y^l'un des nombres 0^ 1, 2^ 3, •••• P — !•" 

La Solution de Mr« Cournot est fond^e sur la nature des fonc* 
tions oberofaees y^^^^ y^^^^ y^\ .... yS^^^ (or ^tant le nomlure des pieces) 
de satisfeire Ä ces ^uations lin^'res aux differenoes fiuios, raooroissement 
de X ^tant 1^ 

A^y<r> = yw 
r designant Tun qudeonque des nombres 1^ % . •.. p^^i. Llnt^gra^bn 
complete en est facile, et les constantes arbitraires peurent Stre d^termi- 
nAfm pour cbaque cas particuKer« En posant successivement z' =: 2^ =: 3, 
zss4f il tronre: 

1) pour /9 = 2, las fwmules bien connties : 

yC^) = 2*^* 1 y ^^^ «= 2''*^' • 

2) pour /IS» 3; 

ycco—ijv+xcosf^ar— 1, 
y<^^=^2'— fcosl'^rjF+^siDlTrx, 

S) pour /9s=:4r 

ya))_^2'+ J(^^2)*oosJ^ar~t, 

y<i)=:j2- + i(vr2rsin|7rjf, 

y(») = |2*.-i(y^2rcos|7r^, 
y(s) _ 1 2* _ ^ (yro;* «in ^v x. 

*) Mrt CiN^a^ appalla n Fexposanf d'uaa combinaiioa n Ik n« 
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EbBu H ajoute; ,,il serait corieux de saToir td^ esa g^n^ral^ les termes 
i^aSeot^ de 2"^ on^ daoB toutes les fonctioi» yx des ooefiBdeDts egaux en« 

,^tr'etix et ä — ; et ai lonque le nomiire p n'est pas pmnier, U jr a ton« 

p 






,y jotirs iin certab nombre de termea qiti disparaiaaent de la valeiir de y 

Le but de cet article est d'offrir la Solution generale du probleme 
qii'on peut trourer stfns diffioult^ en suivant une roie diff^rente« 

En effet la Solution generale est contenne dans ces deux formules: 
(A.) ri^ = — 2(2oos — 1 cos 1, 

(B.) ^««^ + |2(2co.^)'oo.*i^(x-2r)j 

la somme 2 ^tant prise indusivement depuis t = l jusqu'A itss^/»— *!, 
si p est un nombre pair, et jusqu'o i(p-^l) ü p eit impair« 

Demonstration. Soit/{y) la fonotion g^n^ratrice de a, en sorte que 

Par la nature des racines ct^ a^» a^, ••••«'' de Tequation m^«— 1 = on a 

Donc si Ton observe que yP n'est que la somme des coeffidents de y% 
y^^^ y-'^'' etc. dans le develöppement de la fonotion (1+y)*— 1> ^^ 
trouve en faisant d'abord /(y) = (l -^yy — 1, puis y = 1 : 

En faisant a = cos---±v^( — l)sin — on a 

P P 

ifo^r^ 2 kr 9t — -, -V • 2krft 
^*{p^r^ = COS + v^C — 1) sm ) 

(l + «^)« = (2cos^)^(cosi^±vr(-l)sini^^ 

a^(P-r)(l^^^)v^^2co8— )'(cos — (:r— 2r) + /'C— l)sin — 

dont il faut prendre la double* somme depuis it=l jusquVi it = ^^«~l 
ou iip— 1) (Selon cjiie p est pair ou impalr)^ ce qui fera n^cessairement 
disparaitre les imaginaires^ puisque le r^ultat doit en etre delivr^. A cette 
somme si Ton ajoute le terme 2"^^ donn^ par it s= 0^ on a la valeur de 

qu'tt laut substituer dans l'^quation (3.) pour aroir les deux ^qnatraiM (^.) 



33. Ramuif Solution JTum problime d'analyse oombinatoire, 355 

et (B.)^ dont la diff^raee est doe au terme :S ar^^\ quF s'^vanouit pour 

touteB lea Taleuni de r, except^ r s? qui le rend ^gal k p. 

Le principe, dont on f«t ici osage, est le mSme qiii a ete em« 
ploy^ dans plusieon autres ournrnstances, par exemple par Mr. Poisson 
dans sa belle th^orie des s^es p^riodiques (Journal de tecole poljL 
W^ cah. p. 42L)f pv Mr. Abel dans son premier m^tnoffesur la r^hibi* 
lit^ des equations alg^briques {tom. V^ p. 72« de ce ioarnal)^ par Mr. Jiir« 
gensen dhnsses ,,remarquos sur une oertaine transformation des fonctions" 
{tom. 6^* p. 197, de ce Journal). 

Copenbague 20« septembre 1833« 
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Analytisch -geometrische Aphorismen.^ 

CFürtMtnn« tob Ki». 16. i« Sten Hefte, No. 24. Ib 4leii Hefte X. Bente, No.a. im Utea HMb^ 

No*9. im 2tenHefie md No.19. im Torigen Hefte diensBaadei.) 

(Voft deoi Herrn FiofeiBor PUidctr n Berlia.) 



VI. 

über die Steinerftche Verallgemeinerung der Melfetti«ohen 

Aufgabe« 

1« JjeTor ich zur Construction der genannte» Aufgabe: 

^^Wenn irgend drei Kreise gegeben sindy drei neue solobe Kreise zu 
beschreiben 9 ron denen jeder die beiden übrigen und zwei der drei 
gegebenen benihrt,** 
Sbergebe, muts idi den folgenden Satz voraussdiioken« 

Wenn irgend zwei gegebene Kreise von irgend einem 
dritten Kreise aufserhalb beriihrt werden, und man von ir« 
gend einem Punote ihrer gemeinsohaftliohen Chorde zwei 
Tangenten an dieselben zieht, so kann man einen neuen 
Kreis beschreiben, welcher den dritten Kreis in einem sei« 
ner beiden Durchschnittspuncte mit der gemeinsahaftlichen 
Chorde und zu gleicher Zeit jene beiden Tangenten berührt, 
leb beabsichtige bei der Aufstellung dieses Satzes keines weges AU- 
gemeinheit, und in der Fig. !• (Taf. V«) beziehe ich midi^ mit blo&er 
Riicksicht auf das Folgende, auch wiederum nur auf den besondern Fall, 
dafs die beiden gegebenen Kreise sich berühren, und zwar aulserhalb« 
Hiernach seien C und C^ die beiden gegebenen, sich aulsei^halb berühren« 
den Kreise; y sei irgend ein dritter Kras, der beide außerhalb berührt« 
ON sei die gemeinschaftliche Chorde (innere gemrinschaftliohe Tangente), 
PQ eine aubere gemanschaftlicbe Tangente der beiden gegebenen Krdse 
C und Cm Von urgend einem Puniete, Op auf der gemeinschaftlichen Chorde, 
ONp dieser Kreise, seien an dieselben die beiden Tangenten OP und OQ 
gelegt« Dies Torausgesetzt, beruht der Beweis des vorstehenden Satzes 
darauf, zu zrigen, dab es einen solchen Kreis giebt^ der den Kreis 7 in 
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N* (emem der b^en DurdiscbDittepunkte Aeses Krebes und der ge« 
memflehaftKchen Chorde OTt)^ und iiberdies OP und OQ beriifart. 

Alle bdiebigen KteaMf welohe zwei gegebene, C und C\ auCseiv 
faelb bernbreni werden von der gemeuisohaftfiohen Chorde dieser badeo 
gegebenen unter oonstanfen Winkeln gesehnitten, und zwar unter densd« 
beo Winkeln, ab die Sulsern gemeinsohaftliohen Tangenten dar beiden letzt« 
genannten Krraie« Dies ergiebt akb sogleidi, und ist tmplicsite sdion in 
der 195«ten Nummer des ersten Bandes meiner ,,Entifiäckelungen'' entü 
halten» Die Tangenten eines solchen Berohrungs- Kruses 7, in dessen 
Dürchschnittspuncten mit der gemeinsohaftlichen innwn Tangente der bei« 
den gegdbenen Kreise, sind also den Subem gemeinschaftlichen Tangenten 
dieser Kreise parallel« So bt Q'P*^ die Tangente iniV^, der gemeinschaflti- 
licben Tangente QP paraÜd« Nun berShrt aber femw, nach einem Satze 
des IT« %. dieser Aphorismen, derjenige Krds, welcher die beiden geraden 
Linien OP und OQ berShrt, und dmish TV, den Ourdischnittspunct der 
gemeinschaftlichen Chorde ON und der gemeinschaftlichen Tangente PQ^ 
geht, zugleidi auch diese Tangente in dem letztgenannten Puncfe N^ Es 
beriihrt also audb ein Kreb, wdcher dieselben beiden geraden Linien 
OP und OQ berührt, und durch N'^ einen Punct you 07V, gdlit, die ge* 
rade Lmie FQ'^ die durch H' gebt, und mit OP parallel bt, und folg- 
lieh auch den Kreb y in Vi\ 

2. Wir wollen nun (Fig. 2.) tob den beiden sich auCserhalb be- 
riihrenden Kreisen a und c, ab gegeben, ausgehen, und irgend einen drit- 
ten Kreb B besdureiben, der bdde auberiialb berührt Dieser Kreb 
werde in B^ von IV B\ der gemeinschaftlichen Chorde (Taugente) der 
Kreise a und c, geschnitten« Man besdireibe ferner einen beliebigen 
Kreb ß, der den Krds B in B^ auberhalb berührt» Alsdaun schneiden 
sich, nach dem Twausgesdbickten Satze^ zwei gemeinschaftliche SuDsere Tan- 
genten der Kreb «Paare a und ß, € und ß, nenriich die beiden geraden 
Linien C'N und J^N, in irgend einem Puncto JV von IVB\ der gemein* 
schädlichen Chorde von a und €v Wir könn^i hiemlich ferner einen 
Kreb b beschreiben, weldier die beiden Krebe a und c, bezüglich auf 
JVC undiV^^, berührt« Wir wollen endlich zwei neue Kreise, C und^, 
sut bdiebigen Radien besehrdben, von wekAen der erste die beiden 
Kreise b und a, und der zweite die Kreise b und c auberhalb berührt« 
Nach dem an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Satze, können wir 

Cr«Ue*i JouTMl d. M. Bd. Xt Bft. 4* 47 
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biernadi endlidi noch 2wei solche Kreise beMhreiben, von welchen der 
eiae^ y, den Kreis C mC'j einem fitirohsoh nitte mit NC'y und überdies 
die beiden geraden Linien NA* und NB'\ und von welchen der andere, 
a^ den Kreta A in A\ ttnem Durchsohnittspunetdi mit NA'^unA überdies 
die beiden geraden Linien NB' und N€* berührt« 

Auf diese Weise sind wir su einer Construotion gekommen, die der* 
jenigen des lY« Paragraphen (Fig« 0«) vottkommen analog ist* Es sind blob 
die drei Kreise B^ A und C an die Stelle der drei geraden Linien J?C, AC 
A B getreten« In beiden Ffillen sdindden sich drei innere gemeinschi^ehe 
Tangenten der Kreise «, ß und 7, wenn wir diese Kreise paarweise snisam^ 
inenstellen, in einem und demselben Punote^ in iV, und hieraus folgt in der leta- 
ten CcMDStruction , wie in der ersten, dafs die drei ubrigMi innem gemein* 
schaStiidieu Tangenten derselb^iKrrise sich ebenfalb in einem und demselben 
Puncto, in üf, schnmlen« Es kommt also im vorliegenden Falle wiederum 
nur darauf an, die drei in M sich schneidenden geradra Linien au kennen, 
um, wenn die drei Kreise Ap B und C gegeben sind, zunächst die Krdse 
«I ß> 7i ^^^ ^^^ ^ verlangten Kreise a, b und c eu oonstrairen« 

3« Wenn die drei gi^gebenen Kreise A, B und C einander ^eieh 
sind, so wird man durch eine etwas ermüdende Eliminations- Rechnung 
— die der in einer Note dem IV. Paragraphen beigefügten ähnlieh ist, 
und die ich hier nicht unternehme, weil ich glaube, dafs sie sich durdi 
^ne einfiM^e allgemeine Befrachtung wird ersetzen lassen — finden, dafs 
ffir diesen Fall die drei in ilf sich sohneidenden geraden Li* 
nien die gemeinaofaaftii^hen Chorden je zweier der drei ge« 
gebenen Kreise sind. 

Für den vorliegenden besondem Fall ergiebt sich luemaeh folgende 
Construction: 

h Man beschreibe die drei gemeinsehaftlieben Chorden der drei 
gegebenen gleichen Kreise Alf B und C, die sieh in irgend einem Pnnele 
M alle drei schneiden« 

II« Man beschreibe drei* neue Kreise o, ß, 7, von welchmi jeder einen 
der drei gegebenen aulaerhalb berührt, und anfSierdem die beiden gemeinsfAaft- 
liehen Chorden des letz^eoannten, und jedes der beiden übrigen gegebenen« 

III« Die drei gemeinschaftliehen Chorden der drei gegebenen Kreise 
«nd alsdann innere gemeinschaftliche Tangenten der drei Krewe a, ß und y« 
Man ziehe hiernach die drei nbri|gen |naem gemdnsehaftlichen Tangenten 
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diOMT Kreise« Es werden skA dieselbeo alidatm in einem and demselben 
Puncto^ in Ny sofaneiden« 

IV« Jeder der gesuchten Kreise a^ h und c bernhrt ahdenn atwei der 
in N sieh schneidenden geraden Linien, und ut daher leicht zu oonstniiren« 

Yereinfadiungen der vorstdienden Construetion bieten Mtk ron 
selbst dar 9 wenn man beriieksichtigt^ dafs die in N' sidi sdineidenden 
geraden Linien duroh die Berfihrungqpuncte A'j B'^ und C^ der drei Kreis« 
Pawe J und a, B und ß, C und y gehen« 

4« Nach der letasten Nunmier des vorigen Pari^raphen erhalten 
wir aus der vorstehenden Construetion des iqpectöllen Falles unswer Auf« 
gube die Construetion der aUgemeinen Au%abe: 

Wenn irgend drei beliebige Kreise gegeben sind, drei 
solche neue Kreise zn beschreiben, von welchen jeder die 
beiden übrigon und zwei der drei gegebenen berShrt. 

h Man beschreibe aus den Üuftem homologen Puncten je zweier 
der drei gegebenen Kreise Jp B und C^ als Mittelpuneten, drei neue Krase, 
weldie mit den beziiglkhen gegebenen eine gemeinsdiaftlidbe Chorde ha- 
ben; .oder, mit andern Worten, man halbire die Winkel, welche die drei 
gegebenen Kr^se paarweise mit einander bilden, durch drei neue Kreise« 
Diese drei neuen Kreise, die wir durch (^£), (^C) und (BC) unter« 
scheiden wollen, schnöden sidi bekanntlich in denselben beiden Puncten 
(Aphorism« f « IL)« Diese Puncte seien P und M. 

IL Man beschreibe einen neuen Kreis », welcher die Krdse Aj (^B) 
und (^C)> ^inen Kreis ß, welcher £, {AB) und (BC)^ und einen Kreis y, wel- 
cher C, {MC) und (ßC) so berührt, dafs die Berührung von « und ß mit (./fl>, 
von OL und 7 mit (AC) und von ß und y mit (ßC) eine ungleidiartige ist« 

nL Man beschreibe dra neue Kreise, welche <dle Arei durch einen der 
beiden Puncto P oderiH, etwa durch den erstern derselben, gehen, und die re- 
spective die Kreise ou und ß, « und y^ ß und 7 uogleiohaHig berühren« Diese 
Kreise, welche wir duroh (aß), (ay) und (ßy) bec^fanen wollen, achneiden 
sidi alsdann noch in einem und demselben zweiten Punct« Dieser Punet sei TV« 

IV« Von den verlangten drei Kreisen berührt alsdann der erste, 
tfy die vier Kreise B, C (aß) und (ay), der zwefte, £, die Krebe A^ C 
(aß) und (ßy), und der dritte, c, die Kreise ^, B («7) und (ß7). 

Ich füge hier keine Figur hinzu, weil dne solche sich schon in 
dem ersten Bande dieses Journals verfindet, und ntMui auch, in Ermange« 

47* 
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lung dieses Baades^ Idcht an der Figur^ welche zu der vorigen Nummer 
gebort^ sich orientiren kann, indem man den Punot^ dtti wir P genannt 
liaben^ sich hier unendlich weit entfernt denkt. 

Im Jahre 1826 hat Herr Steiner die vorliegende Aufgabe^ die 
man damab, nach den SchvnerigkeRen , welche ausgezeichnete Geometer 
bei der Behandlung der blo&en Malf attischen Aufgabe gefunden hatten^ 
für unüberwindlich zu betrachten geneigt sein mochte^ und, jedoch ohne 
Spur irgend einer Rechtfertigung, eine Construetion hinzugefügt, die im 
Wesentlichen mit der vorstehenden übereinstimmt ^). BaM nachh» wurde 
die Steinersche Coustruction auch in den zu Montpellier erscheinen« 
den Annalen zur Rechtfertigung vorgdegt ; aber soviel idi weils, ist durch- 
aus nichts weiter erfolgt, und die Richtigkeit |ener Construetion bis jetzt 
problematisch geblieben* Was bei der Aussage der eben genannten Con- 
struetion befremden muls, kt, dalk mit keiner Sylbe imgedeutet ist, daiii 
die oben durch (^B), (^C), {BC)^ (aß), («7) und (ßi) bezeichneten 
Kreise alle sechs (und nicht blols die drei ersten) durch einen und densel« 
ben Punct gehen; denn eben dadurch ist doch die Construetion der allge- 
meinen Aufgabe mit der Construetion der Malfattisehen verknüpft. 

5. Die Construetion der Stein ersehen Yerallgemeinerung der Mnl- 
fat tischen Aufgabe, die wir in der vorigen Nummer aufgestellt haben, 
ist wahrscheinlich noch nicht die einiachste. Man kann vielleicht unmittel- 
bar (Fig. 2.), wenn wir von den drei Kreisen ^, B und C ausgehen, auf 
leichte Weise die drei in M sich schneidenden geraden Linien construiren. 

6. Herr Steiner erweitert die Aufgabe, welche den Gegenstand 
dieses Paragraphen bildet, indem er dieselbe auf die Kugel-Oberflache und 
auf beliebige Oberflachen zwater Ordnung übertragt« Dies geschieht 
unmittelbar durch Hülfe eines Übertragungs-Principes, das ich sdion frü- 
her zur Anwendung gebradbt hatte, und das mit der Aufgabe selbst in 
keiner Beziehung steht. Interessant wäre folgende Aufgabe: 

In die Winkelpuncte einesPolygons von nSeiten /iKreise 
so zu beschreiben^ dafa jeder Kreia den vorhergehenden 
und den nachfolgenden berührt. 

Und dann könnte man an die Stelle der n Seiten, von welchen 
das Polygen gebildet wird, n beliebige Kreise setzen« 
Bonn, Ende October 183U 

^} S. dieses Journales I. Band S. 180. 
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35. 

Beitrag zur Theorie der Facultäten. 

(Von Herrn Dr. JL MOtter, UmTersitats-Bibliothecar in Heidelberg.) 

Lßie FacuItSten spielen in den spateren Theilen der AnaTjsis eine bedeu-^ 
tende RoHoi und es sind unzweideutige Anzeigen vorhanden , dals sie der 
SohlSssd zur Losung vieler sehr sdiwieriger Aufgaben sein mögen* Noch 
sind sie aber nicht so durch und durch bearbeitet ^ wie ihre Anwendung 
es erfordert; ja man kann sagen^ dafe die Untersuchung derselben in man* 
dien höchst vfichtigen Puncten kaum etwas über den Anfang hmaus ist« 
Aus diesem Grunde können Versuche der Erweiterung dieses Gegensfan« 
des nidit unnütZi und Mittheflungen solcher Versuche nur wiinschenswertb 
sdn. Der Gegenstand ist zudem 'gar nicht leicht: deswegen müssen ver* 
schiedene Personen Hand an's Werk legen, und durch gegenseitige Unter« 
Stützung zu erringen suchen, was der Einzelne nicht erlangen kann* Diese 
Betrachtungen haben mich bestimmt, einige Satze, auf die ich gekommen 
bin, der öflfentlichen Mittheilung nidit unwerth zu halten» 

§. 1. 
VTenn die Facultät o"^'^ in eine Reihe nach den Potenzen von a 
und r entwickelt wird, so ergiebt sich bekanntlich folgender Ausdruck: 

Die Coel&cienten der Glieder dieser Reihe, welche durch a(n, 1), a(/i,2), • • • . 
beadcfanet sind, können fär positive und für negative ganze Werthe von 
n vollständig angegeben werden» Wenn h eine ganze Zahl bedeutet, so 
ist bekanntlich : 

und 

2. a(— Ä, m) c= [1, 2, . . . ., ä]^'">, 

wo (1, 2, . • . ., ii -.!)('») die geordneten Verbindungen ohne Wiederholung 
und [1,2>«...,AJ^"'^ die geordneten Verbindungen mit Wiederholung 
so m Elementen aus den in den Klammern befindlichen GrSfiten anzeigen. 
Ander diesen beiden Gesetzen kennt man für den Fall^ wo in a(/2, m) 
positive und negative Werthe von n nicht unterschieden werden, noch 
ein Bildungsgesetz. Dieses ist aber so verwickelt, dafs man sogar Cor 
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den Zweck der wirkliohen Berechnung ein anderes wünschen mub; ab 
Grundlage oder HiiUsmittel zu anderweitigen Cntenuchuogen ist es völlig 
onbrauchbar. Man hat deshaU> ^o anderes allgem^es Bildungsgesetz da«» 
durch zu bestinunen gesucht ^ dals man die Werthe der Coeffidenten 
a(/Zy l)i a(^>2)^ •. « • nach den Potenzen von n ordnet, oder 

3. a(ii,m) «=s ß(m,l}./i^+i3(m,2).n*+.... + 0(m,2/w)./2^% 
wo n jede Zahl sttn kann, annimmt^ und die Bestinunuug der Coeffieien» 
ten ß (m, 1)^ . • <i • ak Gegenstand der Angabe betrachtet« Oals die h(k)hste 
Potenz in der Torstehenden Reihe wirklich n^"* ist, darf hier als wahr an« 
gemmimen werden« Mit der Auftudnuig des BUdungsgesetzes für die 
Coeffidenteo 0(m, 1), •••• hat Schweins in seiner Analjrsui §• 00. bis 
%. 02. den Anfieuig gemacht, jedoch nur den ersten Coefficienten ß{m^t) 
auf eine Weise, fiir die übrigen aber zwei allgemeine zurücklaufende 
Bädungsweisen mgegeben« Aufser diesen fand er L c« pag. 215. imd 216. 
zwei besondere Bildungsgesetze fiir ß (2 m +1, 2) und ß(2m + 2, 2). Mehr 
ist, so viel ich weils, in dieser Sache nicht gethan* 

$. 2. 

Die erwähnten Coeffidenten ß(myl), »... spielen durchweg eine 
merkwürdige RoUe, und es ist von der höchsten Widitigkeit, daCs wir zu 
einer vollständigen Kenntnib ihrer Eigentbnmlichkeiten gelangen« Hierzu 
giebt es mehrere Mittel, die ich der Reihe nach anführen und i>enutzen 
werde« Zunächst haben wir die Gesetze (2.) und (3.)^ und aus diesen 
lassen sich interessante Folgen ableiten« 

Man setze in (3.) /2 = — /;, wo h dne ganze Zahl ist, and ver- 
binde sodann (2.) mit (3.), so folgt: 

4. ß(/w,l).A»— ß(m,2).Ä^ + ....-.ß(m,2m).Ä*^ = — [1,2,....,^]«"»). 
Hieraus kann man sofort eine unabhängige Bildungsweise der Goeffiden« 
ten ß(m,l), .... herleiten. Nach $. 209« der Analysis von Schweins 
ist nemlich 

tl, 2, . . . ., Ä](-> = 2. f (m, *+l). ^;;^:;^, 

$^ZZi\jf 1^ • • • • Jll*^lt 

WO die Coel&denfen f (/n, 1), \{m^ 2), . « . . nur m, mid nicht A, enthalten, 
imd nach folgendem zurücklaufenden Gesetze gebUdet werden: 

5. f(m,;i) = --(m+;)~l).f(OT— !,;>) + (m+/?—l).[(/ii— 1, />—!). 
Führt man nun m der vorangehenden Gleichung 
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eiüy ordnet das Resultat nach den stdgenden Potenzen von h, so sind die 
Coefißdenten der Glieder dieser Reihe nach (4.) die gesuchten Greisen 
ß(^i 1)> ßC^i 2)^ « • . . Durch Ausführung der angedeotetra Geschäfte ge« 
langt man m folgeidem Bildongsgesetze: 

+ lÄn-f C'^. 2).(1, 2, • . . ., m + l)(--^i) 

+ 

+ jL'K^. rn).(t, 2, . . . ., 2m~iy^--^-^>}. 

Da nach dem Bildungsgesetz in (5«) die Gröfiien f(m, 1)^ •••• gründen 
werden können, so giebt die Glachung (6.) die unabhängige Bildung der 
Grölsen ß(mjt), .... vollständig an. IKe einzige , noch zu beseitigende, 
SchM^erigkeit ist nur diese: aus der zurücklaufenden Bestimmiuig in (5.) 
eine unabhängige Bildung abzuleiten« Für diesen Zweck deducire ich aus 
(5.) folgendes Gesetz: 

7. f(/w, p) = ^s(r-yim +^- I)H-i'-i. f (m ^s^ 1, p- 1) 

# = 0, I, . . . . m + ;», 

und hieraui geradeisu: 

8. f(m,l) »(-)'-» m"»-». 

Zur Abkürzung werde 

geietzt, 80 hat omd nadi (7.) fofgende Glelehuogen: 

f(m,;») = S..(-)'x(m+;i-l)'»+'»-*. f(m— #j-l, p-l), 
f(,„_,,_l,^-l)=.S,.(-^('w+/^^-'5,)^+»^^f(OT~.S,~2,,>~2), 
j(,„_5,— 2,/»-2) =S,.(--)'. (m+/»-5-Ä,)'.+"-^f(m-Ä,~3,/»— 3), 

fh-t 

nnä nadi (8«) 

datner, wenn man diese ffldcihungen mit einander verbindet: 
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9 • ' • • • 

wo 

^j SS 0^ 1^ • • • • y m — )ti — ^y^f 

Ourdb diese unabbaogige Bildung (9.) wfire nuo die vorgelegte Aufgabe 
Toliständig gelost. Zwar ist die fiir \{myp) gefundene Yorsobrift sebr 
wdtlaufigf und es wollte mir nieht gelingen^ den ver?riokeIten Caknil auf 
einen einfacben bestmunten Ausdruck zu redudren* Yidleiobt irt aber 
eisBk Anderer glfioklaoher. Auf jeden Fall verdient diese Ent?Fickelung Auf« 
merksamkeit^ indem sie auch zur Erweitemiig da Summirung der Beiben 
änen guten Beitrag veranlassen kann. 

%. 3« 

Ich wende midi nun zu andern HiiUsDuiteln^ die bd der Bestim« 
mung der Grolsen ßC^^l)^ ß(^f'^)f ••••in AnwenAmg konmien kön- 
nen« Als erstes^ bis jetzt noch nioht benutztes Mittel bietet sidi die von 
Schweins gefundene Gleidiuog: 

10. (— r/i** = af/i,m)— a^/i,/!! — l).a(— /i,l) 

+ a (/i, i?i — 2) • a( — n, 2) 

( — ^)'" ljpa( — n,m) 

dar« Zwar bat Schweins a« a* O« schon gezeigt^ was man aus dieser 

Gleichung in den Fällen^ wo m s=z t, pi'=s2f mzas3 und m ssf ist^ für 

die Coeffidenten ß(ntfi\ •« •• folgern kann; die allgemeine Bntwickelung 

aber hat er nicht vorgenommen. Da nun diese mehrere interessante Fol- 

geu giebt^ so will ich sie hier vornehmen* 

Das allgemdne Glied zur Hechten in der Gleicfam^ (10.) ist 

(— )Pa(/2, TW— ./i).a(— /!,/>); 
aber nach (3.) 

a(/i,m-/>) = ß(/w-/>, l)./i'+ß(^^/^i2)./i^ + .... + ß(m-p,2m-2p).n"^-\ 
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daher ^ w^nn man zur Abkürzung 

+ ß ('"—/',{') ß{p,'2) 

4- 

setzt: 

(— y «(/i, m—p).»(— n, p) = (_)p {ß(,«, ;,, 2). n» 

-\.B(m,p,i).n> 

+ 

+ ß(/77,/>,2m),/i-'-). 

Substituirt man nun diese Ent Wickelung iu der Gleichung (10.), setzt fer- 
ner noch: 

(t{n,m)=z ß(m, t).«' + 3(m, 2).n=+ + ß(m, 2m,),«»*'. 

«(—«,///)=:= — ß(w,l).rt' + j3(/7i, 2). /j' — .... -f.... + ß(m,2m).«"". 
und ordnet das Resultat nach den st^geuden Pot^zen von n, 90 wird 
der Coeflicient von «'"•"^ 

= (l + (-ir-H+')./3(/w,y + l)— B(in,l,y + 1) 

+ B(m,2,7 + 1) 
~ß(m, 3,7+1) 
+ 

Weil aber in der Gleichung (10.) zur Linken nur das einzige Glied 
( — l)"*/!** vorkommt, so müssen zur Rechten die CoeflGcienteu von n\ /i', ... 
ä"""^, «"*+*, .... verschwinden, der CoeiHcient von n" aber s= ( — 1 )" seiü. 
Man hat demnach folgende drei Gesetze: 

12. 2 . ß (m, m) = (— 1 r + 2. (— iyB(m, * + 1, m), 

13. {l + (~l)'^'}.ß(//J,m-f+l) = 2,(-)'ß(m,*+l, m-y-l- l), 

14. {l + (-l)''+'}.ß(w,m + y + l) = 2.(-)'/i(/w,*+l, nj + y+O, 

^'^ *s=0, 1, wi— 2. 

$. 4. 
Diese drei Gleichungen enthalten im Allgemeinen zurücklaufende 
Bildiuigsweisen für die Gröfsen ß(m, 2), ß(ni, 3), . . . .; die Grülse ß(///, 1) 
kann aber hiemach nicht gefunden werden. Setzt man nämlich in (13.) 
9 = m, so folgt: |i 4.(__i)-+.\ .ß(m, 1) = 0. 

Weil nun der Ausdrudi (1 +(— 1)'"'*'') Tar ein gerades m verschwindet, 

Cnlle't Jonriua d. M. B4.XI. Hft.4. 48 
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und für ein ungerades sss 2 wird^ so bat man die Folgen 

15. ß(2/7f + l,l) = 0. 
Dieser Satz ist schon bekannte Der besondere Fall 0(1^ 1) ist aber hierin 
nicht begriffen, sondern mnls aus (ISL) abgdei^ werdeUf Blan erhält 

16. ß(l,l) = -i. 
Die Gleichungen (13.) und (14.) scheinen neles zu umfiEmen, ihr Ge- 
brauch ist aber in der That sehr beschränkt^ und umui kann nur in den 
Fallen I wo f eine ungerade Zahl ist, Schlüsse daraus ziehen. Übrigens 
enthalten die drei Gldchungen (12«), (13.) und (14.) viele uberfliissige 
Ausdrucke, deren Reduction aber nur dann angeht, wenn man die Falle 
unterscheidet, in welchen m eine gerade Zahl bedeutet. Nemlich es ist 
ganz allgemein: 

17. (-lT'-^.B{m, m-^-l,m-jr+i) = (^iyt^\^^iy^B{m, ^1, m-y+1), 
also, wenn man f s=l setzt: 

19. (— l)''-^^^(/w, m—«*— 1, m) = (— l)'.fl(m, * + 1, m), 
und, wenn man 2^^1 statt j einfuhrt: 
19. (~l)"'-^B(m,w~^--l,OT~27)s=(— l)*B(77i,^+I,m— 2y), 

und endlich, wenn man — 2q — 1 statt f einfuhrt: 

20. (_l)-'-^-lB(OT,m—tf— 1,7^+29^+2) = (— l)M5(m,^+l,m+2y+2). 
In der Gleichung (12.) setze man zuerst 2/77 + 1, und dann auch 2m +2 
statt 171, und mache In beiden Fallen von der Gleichung (18») Gebrauch, 
so erhult man : 
21. ß(2m +1,2171 + 1) »B—i+2.(—)'B(2»i+l,*+l,2»i+l), 

22. ß(2m + 2,2m + 2)«: 
+ 1 +2,(— )'Ä(2»t+2, *+l, 2m+2) + (—1)-. \ (B(2ot+2, m+1, 2w+2), 
wo *s=0, 1, 2 . .. .y m — 1. 

In (13.) setze mao 2f+l statt f , führe alsdann Eoerst 2m+ly imd dam 
2m +2 statt m ein, und mache m beiden Fällen Ton (19.) Gebraudi, 
so erhält man 

ß(2w + l,2TO— 29^+1) «= 2,(— )'B(2m + l,*+l,2iw— 2f + 1), 

ß(2OT+2,2in— 27+2) = 
2,(— )'ß(2'w+2,j+l,2//i~27+2)+(-l)"'.i.B(2OT+2,m+l,2m— 2f+2), 
und hieraus, wenn man ^■=nt — ji setzt: 

23. ß(2m + l,2;» + l)=:2.(— )*ß(2w + l,» + l,2/i + l), 

24. ß(2wi + 2,2/?+2)=s 
S.(— )'ß(2m+2,*+l,2/B' + 2) + (-.l)-.f.B(2m + 2,m+l,2/» + 2), 
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WO 

1^ 5^ 0, 1, • • • • TW — !• 

Auf gleiche Weise erhalt mau aus (14.) und (20.) zwei Gleichungen^ 

welche übrigens schon in (23.) und (24.) enthalten sind, und aus diesen 

entspringen^ wenn man /» = m -f- ^ einführt* 

Für /is=0 erhält man z. B« aus (24.), wenn man zuerst 2 m und 

dmn 2/71 4*1 statt m setzt, und auf (15.) Rücksicht nimmt: 

25. 0(4/71+2,2) 

= 0(4/7i,l).ß(2,l)+ß(4/7i— 2,1).0(4,l) + .... + ß(2m + 2,l).ß(2/7i,l), 

26. ß(4/7a + 4, 2) = 0(4/71 + 2, l).ß(2,l)+ß(4,/7i,l).ß(4,l) + ..,. 

.... + ß(2/7i + 4,l).ß(2/7i,l) + i.ß(2/7i + 2,l).ß(2/7i + 2,l); 

für den besondem Fall ß(2,2), der in (25.) nicht begriffen ist, erhalt 

man aus (22.) 

ß(2,2) = i~|.ß(I,l).ß(l,l), 

^^^' 27. ß(2,2) = |. 

$. 5. 
Ich komme zu einer andern Gleichung, welche für unsern Zweck 
mit greisem Vortheil angewendet werden kann, bis jetzt aber in dieser 
Beziehung noch nicht berücksichtigt worden ist. Sie nt folgende: 

28. m . a(«, m) = -js+üt + — psfi — •«('*' *) 

+ . . . 

+ ^ y .a(«,m — 1). 

um aus dieser Gleichung in Raoksicht der Groben ß(m, 1), . . . . Sohlüsae 
ziehen zu könneo» muls das allgemeine Glied zur Reohten, nemUch 

' ^ip:=pü a(/7, p +1), 

in dne Reihe nach d«i Potenzen von n entwiokdt werden. Dies ge- 
schieht dadurch, dals man 
a(«,;,+l) = ß(/,+l,l).n» + ßO»+l,2).«»+.... + ßO»+l,2;»+2)«"*^, 

»»d («— ^— 1)-^!-» == (— 1)-- f. {(^ + 1,^ + 2 , my^Kf^ 

+ • • • 

48» 
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einfohrt. Man erliSU, wenn man zur Abkürzung 

29. ö(;» + l.'«»Ä+l) = + l,y» + 2,....,m)''"-rt.ß(/»+l,Ä + l) 

+ 

setxt: 

+ £>(/»-f.l,w,2)./2* 

+ 

+ D(/» +1, m, m + /> + 2) . /2"+'^'). 

Hierin setze man p^0fif2, ...', nt — 2, addire alle Reihen, und Ingo 
dazu noch 

+ 

(-r(I,2,....,mr.>+'), 

und ordne das Ganze nach den steigenden Potenzen von n. Der Coeffi^ 
cient n^'^' Ist alsdann 

+ 

ie auf diese Weise entstandene Reihe ist aber nach (28.) 

s=m.a(/2,m), 

= /w.{|3(m,l).n*-f ß(m,2).«^+.... + ß(/77,2;72).7i-'"}; 
daher hat man den Satz: 
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Dieses Gesetz ist eines der ^nichtigsten von denen , die bis jetzt fuTi die 
Bildung derGröfsen |3(m,l), ß(m/2\ .... gefunden sind, und unterschei- 
det sich wesentlich von allen. Die Bildui^ von ß(^7»9^+^) ^^ hier am» 
rückgefiihrt auf die Gröfsen 

ß(l,l), ß(l,2), 

ß(2,l), ß(2,2), P(3,3), ^(2,4), 



ß(m^hl), ß(w-1,2). ßirn^i,9+i)^ 

Die Art der Zuriickf ührung ist zwar etwas zusammengesetzt ; wir können 
aber ein anderes Bildungsgesetz daraus abloiten, dessen Charakter zwar 
ebenfalls zurücklaufend ist, welches jedoch unmittelbar zur unabhüngigen 
Bildungsweise leitet. 

§. 6. 
Setzt man in (300 die Wert he von 0(1,777,7+1), Z)(2, 777,7+!), ...• 
aus (29.), so kann man das Resultat der Einführnng in (7+ i ) Abtb^lun- 
geu gruppiren, und zwar so, dafs in der ersten Abtheilung nur die Coef« 
ficienten ß(l,l), ß(2, 1), ß(3,l}, .... in der zweiten die Coefficienten 
^(^2), ß(2,2;, ß(39 2), . ... u. 8. w. vorkommen. Bezeichnet man die 
(/7+l)te Abrheilung durch (—IT^^.D^^'^p, so ist: 

~ i^ • (^~2, 771-1, mJP^^^^^ . ß (/72-2, p+ 1) 

+ i^- (^^-3, m-2, m-i, 77i)CH-^\ ß (m-3, p+i) 



(-ri4rr'(l>2,....77,)0H--ir).ß(i,;,+l). 
Duroh diese Anordnung geht die GMchung (30.) in folgende über: 

/71.ß(//2,9r+l) 
= -I^'-^l'2,....777)C-9) + (-)^{ß^^)-^^^^ 

damit man ferner mit Leichtigkeit operiren könne ^ setze Bian zur Ab« 
kiirzung : 

32, ^r = ^-^P?£^'- ^1 » 2, . . . . m/"-') + (-)' {F.".'^^ 
so (Ia£s man hat: 
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Weil nun na^ (31.) 

+ 

(-r iin.'w'-''-M X ß(l, ^+1) 

ist, so hat man 9 wenn man sich noch folgender AbkSrzungen 

33. J;:,^ = (/n~*).ß(m«*,y+l), 



flf-^i =s 



♦fl ~* 1*+2I1 



bedient^ folgende Gleichung : 



(m) ^(m) I ^fi • ^ ^(»"-4) 






^4-1 — •■'q -y '^* •-l«-«^-!.! 

Dies ist die ebfachste, und für den For^ang in der Untennobung be- 
quemste Form, in weldier die Gleichung (30.) dargestellt werden kann. 

Hiemaah ist: 



fuhrt man nun dies in (34.) ein, so erhalt maus 



Hierdurch ist das GesehSft eingeleitet; man bildet nadi (34.) den Werth 
von A'^i, , und fuhrt diesen hier ein; nach (34.) wird J!^^ gebildet^ 
und in der neuen Gleichung substituirt, u. s. w. Fährt man mit dieaer 
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(0 ^(2) 



Substitution fort^ hk die GröCsen A^^ij A^^i^ .• .« aus der resultirendea 
Gidchung entfernt snid^ so erhält man zuletzt folgende GleiohuDg: 

(z) 4;! = m^'-^ <^ 



wo 

$5. C^ SS der Summe, aller möglichen Verbindungen aus den 

Elementen a^^ a^^ a^^ .... ist, so dab in jeder Yerbindung 
nur g Elemente vorkommen^ und die Summe der Stellen- 
zahlen dieser g Elemente =/ ist» 

IMe gefundene Gleichung (z) kann viel einfacher ausgedrückt werden« 

Denn setzt man: 

wo die GroDsen a^^ 02 f •••% die in (S3,) angegebene Bedeutung haben^ 
und e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist^ so ist 

Macht man daher in der Gleichung (z) hiervon Gebrauch^ so erhalt man 
für die BUdung von >^^4lsssm.ß(m,^+l) folgendes Gesetz: 

36. OT.ß(OT,y+l) = OT«'-^*S;"\£-*fl 



Dieses BUdnngsgesetz unterscheidet sich von (SO.) ganz wesentlich^ und 
scheint für die Deduction der unabhängigen Bildungsweise am passend« 
stenzu sein. Indels fehlen noch mehrere Eigenschaften der Bernoulli* 
sehen Zahlen y welche hier vorkommen ^ und ehe diese ausgemittelt siud^ 
wird auch in Rücksicht der Grölsen ß^m, l)y •••' mcht viel geleistet wer« 
den können. 
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Fuhrt Hian in (36.) die Werihe von ^^\ Sl^'''\ ....am (32.) eio, 
so geht die Gleichung (36.) io folgende über: 

Der erste Theil zur Rechten in dieser Gleichung^ eine Reihe, mub summirt 
werden könucn; in dem besondern Faile^ wo ^^sO ist^ geht dies an; setzt 
man nemlioh 9 == ^ so hat mau : 

m.(3(/w, 1) = (--i)-.lH..s,_lj_ .E-^t(s^i) 
Nach dem bekannten Polyuomialgesetz ist aber 

1 = 0, 1, .... m — 1, 

daher hat man: 

38. |3(/77, 1) = (— l)--^l'^«i'.Ä->f(/7i+l). 
Pur 7 = 2, u. 8» w. ist eine solche ReducHon zur Zeit noch nicht bekannt^ 
und noch viel weniger die Summirung der verwickelten Formeln , auf 
welche man beim Fortgange kommt. 
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36- 

Recherches sur la sommalion d'un certain nombre de 

fonctions transcendantes , dont les derivees sont 

determinees par des equations algebriques 

du troisieme degre. 

(Par Mr. Minding, docteur es sdeocas h Berlio.) 



i3o]t y une radne donn^ de l'^quation 

dont les eoefficiem p^^ pu po r^prdsentent des polynomes entiers en ct^ 
ä coclBciens coDstans. On voit qu'en vertu de cette ^quation toute fonc« 
tion rationnelle ea x ^ y peut etre r^duite a la forme: 

les lettres o^y ß, y^ ^, B^ V designant des polynomes entiers en x. 

Or il est facile de troiiver un troisieme polynome ^'+ B^ -{- Oy-^ 

tel que le produit (^ + l?>' + <^y)(-^' + ß'y + <?V) = -?^y d»vis^ par la 
formule y^+/>2y^+/^iy+)^o donne un reste ind^pendant de y» 

En eflFet, en supposant -A^ == *y*+Ä^+^y^+/y+^f on trou* 
Tera par la di?ision 

Mettant dans oette formule les valeurs 

kz=zCa, /i=:BC'+CB', g—BB'^Aa+A'C,f^AB'^BJ', e^AA', 
^galant ensuite k zito les coefliciens de y et de y^ dans Texpression du 
reste^ on obtlent pour d^terminer A'j B'y C, les equations: 

AB'+ BA'^ipo-'PiPz) Ca-^p^iß C'+ CßO = 0. 
Par oe moyen^ en considerant y comme racine de Tcquation (l.)^ le 
denominateur de la fraction (p{xyy) sera r^uit iü un polynome entier en 
Xy Sans y. L'equation (I.) servira enoore h cbasser du numerateur la 
troisieme et la quatrieme puissance de y^ de sorte qu'on ait: ^(xyy)^: 

Crelle's Jonmal d M. Bd« XL Hit 4. 40 
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'*+^y+^y^ , ^, B, C, lY, 6tant des polynomes entiers en x, d^ag^ de 
tout facteiir oonimun. 

Cela pos^ d^omposons en fractions simples Ja fonotioo -rr, etcoo« 

sid^rons un seiilement des termes de cette d^composition^ savoir . r;;, 

en olnettant le faohMir ind^pendanf As x. La fonction <P{x^y) aura ua 

terme oorrespondaDt — -^—f-^pr^» ©* rintegrale /<p(a?, y) öx sera par 
cons^quent compos^e d'uue ceriaioe somme d'int^grales f "y ^ \^ ^ d Xy 
multipli^es par des faeteun iovariables« Mais au lieu de eette derniere 

iot^grale nous allons consid^rer Tintegrale / — "*" -^ ^ dxy dont Tatitre 

d^ive en diflR^rentiant par rapport A e. 

Joignoos ik r^quation (!•) la suirante 

daiis laquelle ^^^ ^n ^o sont des polynomes eutiers eo x^ avec des ooet» 
ficieiis ind^termio^ et Tariables. Pour ^iiminer y entre les ^quations 
(I.) et (2,)i on divisera la premiere par la seeonde. On trouve le quorient: 

En ^galant lü z^ro le reste de la dirision^ on trouvera une expres» 
skm rationnelle de y^ savoir 

Bn rertu de cette yaleur de y^ on aura^ quel que soit x^ 

L'^quation /x = donne ^videmment le r&ultat de r^minatiop 
de y entre les ^quations (1.) et (2«). Nous de^ignerons par XiyX^....Xf^ 
ses racines^ consid^es eomme fonotions des ooeffioiens variables des po* 
lynoBMS 9^y fo 9oy ^t nous marquerons par y^^ y^y •••• y^ les valeurs 
de y eorrespondantes respectivement aux racines x^y 0^29 •••• ^^^ Ces 
valeurs peuvent 4tre exprim^ rationnellement en fonotions de x et des 
eoSIBciens ind^termin^ des polynomes ^25 7i t 7o> et l'^quation/rsO fourait 
enoore le mojen pour rraaplacer la diflRSrentielle dx par une expression com* 
pos^ eo dp et les ooeiBoaeiis indiqu&9 aveo leors variations. On panrieodra 

insi i une expression rttiooiieUe de la Ibrmule propos^ +^+Qy ^^^ 
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Mais puiaque oette difft^rendelle contient «icore une partie rationneile ea 
Xj il parait avantageux^ pour la simplicito du oalcul^ de Ten degager. 
Pour oet effet mettons dana le systSme des ^uations (1.) et (2.) z — lp2 
au lieu de ys oes equatioos ohaugeroot oomme il suit: 

Mottant la meme Taleur de y dans la dilkereotielle proposee, 
et en ötant la partie rationneile ett Xj cette diflPerentielles dieviendra 

^ dx^ Pour abr<?ger les formiile«, nous coDsid^rerons d'abord 2 

comme räcine de l'^quation z^-^- Pi^'\'PM'==^Qy et nous ecrirons de meme, 
au lieu de T^quation (2.), ^2 «^ + ^i * + ^o = 0« Lö ooefficient p^ sera re- 
stitu« A la fin du caicul, en cbaogoant pi en pi — \p%P2y 7i en ^i — l/'s^a) 
et ainsi de suite. 

Cette simplification admise, les ^quations 

donneront 

- = -Q» P^9o9i'^Po9292y Q~9o92 — 9i9i — Pi929'i9 

P'+PiPQ' + PoQ'^Rf^y 92P' + 9^PQ^9^^Q'^92fx; 

R=(fr,P—ff^() — 9^'>rPy^92'\'Pi9i9^* 

L'dquation fx = dounera piur la diiferentiation , en rapportant la lettre 

^ il la Variation de x^ et la lettre h a oelle des autres quantites variables 

contenues dans cette equation: 

/' jr . 3 jp + hjx = 0, 
Sans d^velopper la differentielle hfx^ il est dair, qu>n vertu de la com* 
Position de fx eile pourra etre mise sous \ la forme : 

J/jCS=*„^70+^l^^l + *259'2> 

^u> ^19 K ^tant des fonctions rationnelles et entieres de p^^ piy 709 ?i9 9^* 
Pour trouver des expressions moius oompliqu^es de k^y k^y k^j partpns 

RemarquoDs d'abord, qiie, piiisque cette Equation est identique, il s'ensuit 
que la sonune <fiP-^ f u Q doit etre divUible par f j , la fonotioo Q ne 1 c- 

tant paR. Deiigoons par — w la valeur de ii— niSai-^ on trouvera: 

49* 
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Cela pos^ diff^reoHoDS r^quation 

en coDsiderant x oomme meine de r^qiiation/arsrO; nous obtiradroiiB: 

fJ'xdx'^2PSP-'wSQ--^Q$wz=zO^ 
ou bien: 

72f^^^ + ^P^i7o9i+Po9292)'—^H9(>92—9i9i—Pi9292) 

-'QH—9o^—Po9i92 + Pi9o92) = ^ 
En developpant cette equation on troiiye: 

3. q2fxdx + (Qq,P^wq,^2qo(J—Piq2Q)Sqo+CiPqi.+2wii,^p^q^Q)i^^ 

+ {^Poq2P'{'2wptq2—wg^+poqiQ—piqoQ)Sq2 = 0. 
Remarquons qii'oa a 

qiP'^qMQ=^—q2^f qoP+qi^ ^ (Poqoq2—Pbqiqi+Piqoqi)q29 
PiyqiQ—piqMQ — qiyW — ip^qi—piq^Q—q^w. 

Multipliant cette formulepar q^^ et substituant au lieu de (/f^^i«— ^|fo)f2 M 

valeur: — w — q^^ od aura; 

{{Poqi—Piqi^,Q—qo^}qi^—^Q'—qi^Q--qi,qiW. 

Mais ptiisque P^ — w Q =^ q-J x =^0y on peut tubstituer F^ au lieii ^ wQ^ 

et on aura: 

— . P^ — flfo' <?— f ü <f2 w; = {(/^o^Pi — ^ ^ü) 0— ^Tu 2^}^r2. 
Substituant les valeurs de Py Q^ Wy on trouve: 

{Poqi-'Piqii)Q—qo^=^K--Poqoqi—Poroq7q2)q2^—'Pi)q2P* 
En divisant T^quation (3.) par ^2, on obtient: 

fxdx—{6iV'^p,Q)Sqo'\'(2poq,,q2—'Jp,q,qi + 2p,qoqi+poQ)Sq, 

+ ßpoI'+2piU;)Sq2 = 0. 

En introduiiant de nouveau les quantites P, Q, ou trouve: 

2poq>q2—2poqiqi'\''^Piqoqi+PoQ — ^PiiQ+2piPß 
d'ou 9 s'ensuit: 

rxdxz=(;dw + p,Q)Sqo-(3poQ+Qp,P)Sq,—(3poP+2p,w)Si^. 
Cette forinule donne: 

k^^^3w^p,0s ti^ipoQ+^piPs t2:=3poP'^2ptW. 

On Toit ais^meut^ que les produits ^^ ^«~' 7v~ ^^^ ^^ valeura en» 
tieres^ pourvu cpie la quantit^ x seit envisagee comme radne de l'^qun» 
tion /r = 0, En cifet, on a dans ce cas z^; = -^9 et l'^quation 

donne ^ p p. 

^ = gr = — (>»j P+l'oP). 
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De Id Oll tire 

D'apres ce» remarques^ on deJuira ais^ment les relatioiub sudvantes: 
Miiltiplionft maintenant requatiou: 

u gauehe par , et ä droite par la valeur ratumneüe de cette quan« 

tit^: ^_^ Q > ^ ^tant un polynome entier en x. En substituant le» va« 
leurs des produite de k^^y k^^y k^ muhiplies par *q9 on trouve: 

4^ , ^<^^ _ ^[f3p,0-h2p, P)<y(Zo+(3poP+2p,ii;)ag,+(3poU;-2p/p,P+PoO))3iy,l 
c — ar c — x,ya? 

Maltipliant cette ^quation encore une fois par s = ^^ et rempla^ant 
A par UD autre polynome entier B^ on aura: 

c — oc "^ 

Eorivons potir abreger 

— --^--^ = ^^ au Ueu de l'^^quation (4*), 

= Tv— au lieu de (5,)« 

C — 07 C — XmfX ^ 

Chaoune de ees deux ^quations a lieti pour mie qiielconque des radnea 
de Vequation /je7=:0. En ajoutant toutes ces ^quations^ et posant 

on trouve 



C XfimJ Xfx 

Dans oette formule je d^gne p. e. par A^ ia valeur de ^^ l'orsquon y 
aubstitue x^ au beu de or; je des^erai par A^ la valeur de A^ lorscju'on 
y met c ik\A place de x^ On voit^ que Texpression (6.) de S peut etre 
aommSe« En eifet les numerateura A^Qxi^ B^Kxi etc. aont dea fonotions 
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eotieres des racines Xiy x^j Tz •••• respectivement ; on aura dono^ d'a^ 
pres les regles connues^ 

fc ^ fc "^^^ 

eil comprenant sous le »igne \^c la totalit^ des puissanoes posiÜTea oa 

z^ro <pii peuvent se rencontrer dans la formule ^ -] — j^^ et qu'il fimt 

ea retrancher. 

MuUipliant par Rz=:q^P — g^Q la fonotion 9^, on trouyera: 
7. Mc = Cdp,Q+2p,P) RSq,+(ßpoP+ 2p,w)RSq,H3p,, w- '2p,(p^Q+PtP))RSq^ , 
en mettant partout c a la place de jp dans les polyuomes Pi)^ pif fu9 fj 9 fi 
et les quantites qui en dependent« 

Si apres ayoir developpe la valeur de QSP^PiQ on la multipKe 

par ipoQ + ^PiPf on trouye: 

8- (3poQ + '2p,P)(0$P-^PSO):=:z 

Prenons la somme des ^quations (7.) et (8.); il est clair qua les tennea 
mülfiplieeB en Sqo ^^ detruisent mutuellement et nous aurons:' 

RQc + {3p,P+^p,Q){QSP—P&Q)^aSq, + ßSq,; 

en supposant 

c^ = OpnP+2p,w):q^P-q,Q) + (3p,Q + !ip,P)(q^Q + 2q,P), 
ß=z(3p^w—'}p,p,Q—2p,'P)(q,P-q,Q) 

'{'(2p,q,Q—q,P+2p,q,P)(3p,Q + 2p,P). 
On peut mettre la valeur de a sous la forme: 

a^3:p,(q^P^'\'q,PQ'^^qo(r) + '^Pi(g2wP—q,wQ + q,PQ^2q,I^). 
Or on avait 
q^P'+^^iPQ+'IoQ'^qzVcs qiiv + qiP+qoQ^O; P'—wQ^j/Jc. 
De \h on tire 

q^^vP—q,wQ^q,PQ'\-'iq,P'^q,P'—^,wQ=.q,qJc, 
et qui donne 

Appliquons au coeiBcient ß de seniblables reduotions« On a 

ß^3p^{q^Pw-q,LüQ'^2p^q^Q'—q,,PQ^2p,q^PQ) 

^2p,{(p,Q'\^p,PKqiQ—h'') + 'ip^g^PQ—9oP'+2piqiP')^ 

Or on trouve^ ä laide des ^quations P^-^piPO^+PoO^ = (q2P—qiQi/€ß 
g^w = — qoQ — qiP^ — wQ-=^qi/c — P% les egalit^s suivantea: 
g,Pw—q,wQ-qoPQ^—2q,PQ'^2q,P'^q,qJc, 
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ou bien 

Od tire de \k 

La seconde partie de la valeur de ß^ multipliee en Qpi^ se reduit a 
— 2ptqif/tJc^ Pour d^montrer cette propositioo» mettoos d'abord !a par- 
tie eo question sous la forme: 

(PoQ+p.P)igiQ+g2P)-qoP'(^ßO^ 

Mettant - p^— au Heu de yiP+Va'^^ ®' reduisant au meme denomi- 
Mteur, on trouvom ß' = (/>o(>+P.P)(y>7,A-?. 0')-^.P' ^ ^.^^ .j ^,^^^,,jj^ 

[(^0^1 + Poyj^2)C>+ (piq^t^i—goiidP]/*^* 

ou Wen, puisque ^o^i + A^o^iy? = JP» 

ß' = (Q+Pi^j^j — yo^i)/«? =» -—qiqtfci c. q. f. d. 

Dono on « ß ^ ~(3p.,y,+2;».Vi)y./<^. 

R^anissant les r^ltats obtenus, nous avons: 

DiTisons cette ^galit^ par I^fc^:sl»-\.p^PQ'^-\.p^Q^^ nous aurons 

o tfo . (3p.0+2p.P)(()^P~P^(>) _ (3p.7. + 2p.g.)(g,^g.-g.^?,) 
**• 7^"*" P»+P.P(>*+P.P* ~ ?.'+P.«.'+P.«.«.* 

Si Ton pose jr^s^Z^ ^z=:v^ on obtient: 

^ Öc , (3p.+2p.Zj3Z ___ (3p. + 2p.t>) Jv 

Apres avoir deTelopp^ la fonotion 7-> 3 reste enoore ^ traiter sembla- 

blement l'autre partie 7- • En muItipUaot par B la valeur de Ke^ on trouve: 

ÄXc = {3poP-\''^pit^)Rho+(^PoW—2pnpiQ-'2p,^P)RSqi 
— (3po(Pü(?+Pi P) + 2^i(poP+Pi"'))Ä^<72. 
Ajouton» ä oette ^quation la suiraote: 

(3po<? + 2pxP) ^(PJP-P^Q) = 
(3poQ+2piP)^[-'R^<?o+(?aQ+2i?,P)i</i+(2po<?2<?-VoP+2pi<?2Pj^<?,]; 
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notts obticndroM, en r^fl^cbissant qu'oa a w — -^ == — -i^-, 
On a^ en vertu des ^rpiations 

-p =pa— ^^^* Q2+PiP+PoK^^ ^ Qi , 

-^ = — Pil^— PoV p-* 

Cette 6quation donne: 

Donc OD pourra mettre le muUiplicateur 7 de ^qi sous la forme: 

En comparant aveo cette formule la valear primitiTe de »> on verra que 
la valeur de y derient: 

^ aP I 2p,g,lt/c 3p,g, .R/c 

et puisque 

« = (3po'7i + 2pi<7,)<7j/<:, Ä == (/iP— 9^ (?, 

y — p j c 

On a 

(apu«»— 2po;?i()— 2pi'P)-^ = 

Par oette raison le facteur de ^«72 devient 

+ (3po(? + 2p,P)(2y7op.^--/7i.P + 2p,y7.P)]^ + ^^^°^'"^^J^^'^■^^•^^ 
Substidiaot dans cette egalit^ ß au lieu de sa valeur, on troove: 

^--^ + 5 • 

Or la valeur finale de ß ^tait; ß = — (3po^2 + ^Pi<7i)9i/c; donc on ob- 
tient^ en efia^nt les termes qui se d^ruisent mutuellement, 
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£n vertu des valeurs obtenues cle 7 et de f, I'equation (10.) dcvleot: 

Rassemblant en groupes les termes multipli^ par 3 p„ et par ^^^i y on obticnt : 
11. Hyc+(3p,Q+2p,P)^{QSP-PSQ)^3p,qJc(q,&i,,^q,Sq,)-~-^J^^fc; 
en degignant par L la fc'iotiou: 

q, R {fq, + (q,^ Q'-2q,ihP) ^<h + (9/ P-Pi ^2 P + PiPi q^ Q) ^q^ = L. 

Co a 

Ä = ^i^ + Pl 1l ^i + Pü ^ii 

^,' (> — 2 <7 1 </2 P = — <7, (</„ </, 9, + </,» 4- 2 j3a 72' + Pi </ 1 <7j')» 

Cela pose divisons l'^quation (11.) par RfcssP^'\'piPQ^^po(;>\ et 
mottons pour abreger z a la place de ^; nous aurons 



I 



lutroduisons encore les quaatit^ vss^, u = ^; et divisous par 
f/' les valeurs de 1/ et de QRi nous trouverons: 

y/L = (i;^ +/»iy+/).,) ^ -(a vH-t;^ + 2/)„ + /'xt;)t^ ^ + 

(uv^-^p^v'^—piV^—popi—Pi^v)-^, 

92QR = (« — v'— ;»i) (v* +^1 w + /»ü). 

Les valciirs de' </ et de z/ dooncnt unmediatement 

Siibstltuant ces valeurs de -^ et -^ dans l'expressioo trouvce de Z/, on 
aura, en reduisant, 

+ (t^' + /»i V + /»ü) (« — t^ — /»i) -^ . 
Ces reductions achevees on obtient- 

Crellc's JoDHial d. M. Bd. XI. Hft. 4. 50 



382 86- Mindingj sommaiion de cerlaines transcendaniU* 

Af • i^p^^2 p,Z)Z8Z _ _3fv»L^ iL^iit— 

fc'^ Z*^p,Z-^pl t>'4-p|V + po ü — V*— p« 

,. (t^'+PiV+Po)(« — v'— Pi) ?. ^ 

ou Dien 

13. ^^ I (3p, + 2p,Z)ZJ Z_ (3p^+2p,v)t;3v 2n,(^y/— 2i;^tO iyjg^ ^ 
/<?■ ^' + Pi^+Po »^'-f-Pi^+Po M — V* — pi g, 

En mettant les valeurs de ^ et t^» tir^es des equatioos (9.) et (13.)^ daiis 
l'expressioo de S^ savoir: 

n AcQc BpXc , I 

fo / c ' ' 

on obtiendra le r^sultat suivant: 

+ 2p.BAÖu-2 v8v) Op.B.Sg, ^^ 

Je ne m'arreterai pas ti developper TiDt^grale de cette diffl^rentielley 
qu'on pourra trouver par les re«;Ie8 connues au moyeii de la r^futioo 
d'une ^quation cubique, qui avait et^ suppos^e des le comineoceiiient^ en 
se rappelanty que les quantit^s po^ Pu ^cy ^c sont invariables» Quant h 
la partie %/^ Cj on la trouvera en dev^loppant d'apres les puissances desoeo« 
dantes de c la partie restante de rexpression de S et prenant pour ^pc 
la sonime des puissances positives ou z^ro de ce d^v^loppement^ avec 
un signe oppos^. Et Ton doit conclurOi que cbaque terme de ce d^ve* 
loppement pourra s'int^grer s'epar^nienti puisque la fonction totale est in- 
tegrable ind^pendammeut de toute valeur particuliere de la constante c« 

La sommation acbev^e se rapporte aux integrales de la forme 

/ " ^_ — —dxm Mais si Tint^grale propos^e ^taity — ^^ — ^5jr, la quaiH 

tife c n'est donn^e que par la r^solution de Tequation (pjr = 0« Suppo« 
sons (Pjc = (c4 — x){c2 — ^)(Si — «?)•••• Si toutesles raoines c^, c^y c^ •••• 
sont in^gales^ on a: 

15 1 1 ^ I * L 

A«r« —————— m^ *«- 9 9 9 9 •■■• ^^ — — ^ 

D^ignons pour abrc^g^r, par -f^ la valeur de S^ donnee par Pequation 

(\i.)y X et '4^ ^tant deux fonctions rationnelles et entieres par rapport ä 
c^ et faisons 
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Mettant en lieu de — sa valeur tir^ de i'^quation (15.) ^ on trouvera; 

La partie ä droite ^tant rationnelle et symmetrique par rapport aux ra- 
ciaes c^ Cs«»«» de requation ^xsO^ il sera possible d'en chasser oes 
racines au moyen des coefficieus de cette equatioo. Mais il parait diiH- 
oile^ de demeler la forme precise et g^n^rale du resultat, ii cause de la 
grande complication du calcul* Des recherdbes ult^rieures r^ussiront peut« 
£tre ä lever cette diffioidt^» 
Berlin^ JuiUet 1833. 



Errata. 

Cah. 10. p. 195. iis. y' + P = ö ^^ ^^^ d* ^'+P= '• 

— p.292. dans les formules plac^es ea iigne 7. et 8. u*f-/7t?* au Heu ie M-f-pv'* 
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384 37. Pagani^ mouvemeni (Tune bulle (Vair ä travera im liquiiU. 

37. 

Sur la forme et le mouvement d'une bulle qui se 

meut k travers un liquide. 

(Par M. Paganij prof. ord. i\ la facultc des sciences de rUnirersii^ de Ia^9,) 



Jue Probleme qui fait Tobjet de oet artide a ^t^ trait^ par Maupertnis 
dans rbj^iothese d'une bulle spb^rique, Mais Texperience d^montre quo 
la forme d'une bulle fluide ^ qui mont a travers un liquide ^ diflPere seusi- 
blement de la «pberique, et Ton peut üeicilement se convaincre que la sur- 
face reelle est apiatie dans le sens de la yertioale. II s'agit dono de treu- 
ver les ^quations propres ä exprimer plus fidelement les cireonstances de 
ee ph(^nomene dynamique. 

Au beut d'un temps quelcooque t, supposons que la oourbe DED* 
(Tab. y. Fig. 3.)^ repr^sente le meridien de la bulle fluide qui monte au 
travers d'un liquide dont la temp^rature et la density sont partout les 
luSmes^ et dono le niveau sup^rieur est j^B. En prenant la density du 
liquide pour unite^ d^notons^ pour abr^ger, par 

TT le rapport de la circonference au diametre^ 

ff le coefficient de la gravite^ 

^ la density de la bulle, 

X = CL, la distance entre Thorizontale CE^ men^e au point £ ou la 
tangente est verticale, et le niveau JB^ 

b = CD, b'=sCD', x=iCP, y^PMy y'^PM\ 

at 

Nous ^dmettons 1^ que la pression normale sur un point quelcon« 
que de la surfaoe engendree par la revolution de la oourbe DME, est 
^gale iü oelle qui a lieu au point E; 2^ que la foroe accelcratrice qui soU 
fidte un filet quelconque MM' est la memo que celle qui sollicite le filet DD\ 

Cela pos^, il est ais^ de voir que la pression normale au point M 
est proportionnelle u Sv^da:* 

les Premiers termes de cette expression provenant de la pression bydro» 
statique du liquide drconvoissin, et le demier , de la r^sistance du milieu, 
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suppos^e proportionnelle au carr^ de la vitesse perpendioulaire a la sur- 
face choquee. Au point D Texpression pr^ccdente se ohange en 

et au point E Ton a siiDplement z^ U faut donc^ d'aprcs Tbypothose 
admUe. que l*on ait % 

(1.) *=fj» 

(2.) y=i'^. 

L'ecjuation (2«) nous fidt roir que la courbe DME est ime dem!» 
cycloide dont ie cerde generateur a pour diametre A. La valeur de oette 
quantit^ dopend a chaque iDstaot de la vitesse aveo laquelle la bulle 
travcrse Ie liquide; la formule (1*) le fera comiaitre apr^ que Ton aura 
calcul^ la quantite v. 

La force motrice qui aniine le cylkidre creux produit par la revo« 
lution de T^l^ment (y'^'y')dxy est proportionnelle a 

«•!>'— ?(r+yO]; 

la masse de ce corps etant proportionnelle a f (X+yO» on aora la foroc 
accel^ratrice qui sollicite le filet MM^^ en divisant la premiere de ces 
quantit^ par la seoonde^ sayoir 

D'unautre cöt^^ la force accel^trice du filet DD\ est ^videmmeni 

En ^galant ces deux forces, (2"''' bypothese^ on a, pour determiner 
la courbe D'M% l^quation 

(3.) /=Ty- 

On aura^ en outre^ pour definir le mouvement vertical de la bulle. 

^*-^ d'f ~ ^(p (64-60 ""*)• 
II nons reste k trouvcr la valeur de b^. Four cela^ il suffit d^ob» 

Server qu9 la masse de la bulle est une constante conuue« En la d^F- 

gnant par ^v^c^, il est ais^ de voir que Ton aura 

en observant que c=C£ = -j-. 



386 37. Pagani^ mouvement (Vune bulle dair a iravers un liquide. 

Siibstitiions 80U5 le signey la valeur de y^ donnee par la formule 

(3.) 9 ^t integrons. L'ordonn^e y ^taut Celle d'une cyoloide d^fioie par 
Vequation (2.) 9 on aura dabord 

partaut a 

De oette demiere ^quation on deduit sans peine, 

(5.) Ä' = — ,-r^r— jTTi — b, 

Au mojen de cette valeur l'^quation (4.) devient 

ou Tod a £ut poor plus de simplioit^ 

(7.) ««(f)3(/,,'_j)=:» dpeupr^s. 

Si la bulle conscrTait une forme sph^Srique; ce qui est rhypothese 
de Maupertuis; on aurait^ au'liau de r^quation (Ö.), cellc-ci 

En comparant les cquations (6.) et (8.), on roit que la resistance 
qii^eprouve une bulle fluide dont la density est lOTariable^ oroit oomme la 
sixieme puissance de la vitesse dans la premi^re hypothese, tandis que 
eette resistance est^ dans rbypothese de Maupertuis, en raison da 
ctrre de la vitesse. 

Si la bulle est formte par un fluide ^lastique^ on aura, d'apr^ la 
loi de Mario tte, _ 

en d^ootant par h une longueur donnee; et en substituant cette faleur 
dans les ^uations (6.) et (8.); U viendra 

(10.) JF^^-teT-O-iöTST?- 
n ne parait pas que Ton puisse Integrer rigoureusement Tequation 
(9.), mais on pourra, dans une premiere approximation , substituer pour 
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Vy sa valeur deduite de T^quation (10.) 9 que Ton peut faoilement rame- 
Ber aux quadraturea en op^rant de la mani^re suivante» 

MuUipIioBs tous les termes de T^uation (10.) par fAzdz, fi ^tant 
un facteur voAii&tvoini y et en observant que Ton a dz^sz — vdt^ nout 
trouverona 

^fAzvdv = ^ (3; — «)/irf«— /^ ^s~^«*rf«' 
Mais OD a identiquemeiit 

7iizvdv=^d(iizi^ — v^d(ßz)i 
ce qui permet de a^parer T^quation pr^e^dente dans let dem equationi 

auiy antea : 

hr 
^%^f^^dz + d(iiz) = 0, 

d(jjLZV^)^=s2g^\z^'^IAdz. 
En d^veloppant la premiSre on obtient aucceauTement 

^ + ^ + ,p^^^|rf^ = 0, 

e etant la base des logarithmes nep^riena, et 

En mettant la valeur de fi dana la aeconde ^quation, et en inte- 
grant^ on aura 

On determinera la constante arbitraire en auppoaant qae Ton a 
t; SS loraque :s s= ä« D^apr^ cela on tronve enfin 
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38. 

Deplacement virtuel d'trn systdme de points unis 

invariablemeni, entre eux. 

(Far M. Pagani, Prof. ord. k rUnJvenit^ de Liege.) 



Jjjuler et Lagrange se sont oooup«^ siicoessirenicnt du problSme oä 
n s*agit de determiner Ics variations des ooordonni^ d'un oorpii i^oUde, 
correspoodantes a un deplacement arbitraire et iofluimeDt petit du Systeme* 
II TOü paru que ces deiix grands geometres n'ont pas donn^ la Solution 
la plus simple de cet inti^ressaDt problome; et je peose que celle que fai 
tronvee il y a environ buit ans pourrait fixer tm moment i^attention des 
Icotcurs de ce Journal« 

Rapportons tous los poiuts du coq>s solide 4 deux systcmes d'axes 
rcctangulaires 9 le premier ßxe dans l'espace^ et le second fixe dans le 
Gorpse Soient x, y^ z^ les coordonnees d'un point quelconque, rdatives 
au premier systome; ^^ t}, ^f Celles du meme point ^ relatives au second 
Systeme« Soient en outre, x'^ y\ z\ les coordonn^ du point ou se cou- 
pent les axes des |, )}» ^« 

On sait> par la tb<^orie de la transforniation des coordonn^^ que 
oes ({uantites sont liöes entre elles par les relatlons suivantes: 

X = 05^+ ö|-f- 8ij+ <^^f 

z =: z' +a''^+b''f) + c''^; 
ö^ + c'^^a''^ = 1, 

ob + a'L' + a''b'' = 0, 

Cela pos^9 il est manifeste qu'un deplacement quelconque infiniment 
petit du Corps soUde fera Tarier toutes les quantit^s qui entrent dans ces 
^quations, ä Texception des coordonnees ^. )}, ^e On aura donc, en dif- 
ferentiant les equations precedentes^ 
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ffJ'a + «'^c' + «"^o" «■ 0, 
bH+6'H' + b"H" =0, 

a^AH-Ä^o+o'^A' + 4'^a' + a"^4"+4''^o" « 0, 

Or, la poution des ax« das ^, i), ^, ^Imt tont A Mt arlHtralf% 
on peut «ippoaer qu'avant le d^plaoamant Tirtuel 4a eorps, oea axea wäom 
dtUuent aveo oaux dea x, y, at, U finidra dono faira, daoa loa abc dar- 
nidrea ^uations. . , ^ 

^ «sly icsO, C«bO, 

a'sO, k'ssit c'ssO, 
o"srO^ »''aeO^ c''cb1| 
oe qui laa r^ait jü oelles-ci: 

Posont pour plus de symno^trie 

U ^ — ia' B ii 

ia"^ — ^0 as Jjr, 

% ^ % 

las variatfons ^x', ^/', aV, aimi que ^4P» ^/^ o:^» raataront ind^tormiii^; 
at Ton aura» pour exprimar laa TariatfoiMi dea Doordonn^ d'ua poM 
qMolooncpie du oorps aoUde, laa formulea 

( ^« s ^*' + jt*y— y*», 
qui sont let 1116111M que oeUet qu'Euler fit ooniiattre le premfera 

L'inspeotioD seale de ees formules d^oiOBtM qoe 1# poioti qui wt 
iü roriglne des ooordoon^es ^ se d^pleee de la quinlittf 

et qua la droite ^^ qui iadique kl diraetioB de eatta timnsiatimi^ fak avee 

CitUc't iMvaal a. IL Bd. XI. mU 4« 51 
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les axes des Xy y, Zy las angtes dont les cosinw sont respeoti 



t^ f 17' TP' 17' 
H est visible, en outre, que tous les poiots du oorps solide doot 
les coordoDD^ satisfont aivx ^quatioiis 

ySz — z^y a» 0, 

z8x — x^z SÄ 0, 

x^y—ySxsüOy 
ne peuvent avoir qu'uye translation egale et parallele i\ Ss\ 

Mais oes ^quations appartiennent di uiie drate Sj passaat par l'ori« 
gioe des coordonn^s et faisaot avec les axes des aogles doat les eosioiis 



ont pour valeur v • v • 

«) 7^^ j^> r^j 

eis ÖS äs 

Oll Ton a &it| pour abr^ger. 

Od conolut de lä qu'un deplacement yuelcon^ue infiniment ptiiif 
d'un Systeme de points liees invariablement entre eux^ e^uivaut toa- 
jours ä une translation commune a tous les points ^ et u une ratatioa 
autour d'un axe passant par Vorigine des coordonn^es. 

Nous avoos vu plus haut que la traoslatioii du Systeme est ^gale 
A Ss\ II sora faeile de detenmuer aussi Tangle iofioiineat petit qni inesure 
la qoantite de la rotation^ en observant ^le le poiut skue sur Taxe des 
jTi Ä la distaoee 1 de rorigine^ donne^ d'aprds les formules (a), 

S'x=:Sx'y $yz=zSy'^Si, St^Sz'+Sy; 
d'oü Ton d^duit que le d^Iaoemeot de ee poinft^ en verto de la roiatfony 

est /'(ßy^ + iz^)^ D'nn autte cdt^^ la distanoe da oe p<»Bt d Taxe de 
rotation s, ^tant ^^^^^^^ £1. g est Evident que la qoantite Ss (que Ion 

Ss 



obtient en divisant Taro infiniment petit, d^it par un point dAemin^ 
par la distance de oe pobit ä Taxe de rotation) mesure la rotation wk^ 
tuelle d'un corps solide« 

En supposant ay^szO^ SzssiOy Faxe de rotatian s coineide OToe 

odui des x^ et Ton a SszszSt. Par com^quent la Variation aribitraire 

8x exprime une rotation infiniment petita antoor de Taxe des x« B est 
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clair aussl que lea variatiom Sy, 9z expriment an rotetions yirtitelles 
autoor cks axes des y-y et des z. 

Donc^ ie döplacement virtuel ttun corps solide est le resultat des 
irois transhtions y Sx% ^y', iz\ respectivement paralleles aux axes des 
*f y> *j lesfuelles se composent en une translation hs\ dans le sens de 
la droite s\ et des trois roiations^ Sxy ^y, ^«, autour des mimes axes^ 
lesfuelles se composent en une rotation Isy autour de la droite s. 

Ayant construit las droitM s\ s^ au moyen des cosinus doon^ 

{a*) et {a)\ la translatioD ^s^ doit dtre dirig^ rers Textr^mite de s*. Quant 
a la rotation, on s'assure (adleinenty au moyen des formules (a), qu'en 

stq^posant rorigine au eentre de la terre, et Textr^fnit^ de la droite s 
dirig^e vers le pole bereal, eile aura limi daos le sens du nKHivement du 
spb^roide terrestre, c'pst-i\-dire d'ooeident eii wient. De cette madere 
OB d^termine Gompletement la quantit^ et la direetioQ d une rotation aussi 
bien que.la quantite et la direction d'une translation« II suffit d-iinagiaer 
Torigine des coordonn^s transport^ au eentre de la terre; de diriger 
Taxe de rotation vers le p61e bor^al et de consid^rer lii rotation conime 
positive ou negative, suivant qu'elle a lieu d'oooideut en Orient ou en sens 
contraire. 

L'origine des coordonnees ^tant tout ^ fait arbitraire, on con9oit 
que le deplacemeut virtuol d'un corps soKde peut rasulter d'une transla- 
tion commune ix tous les points du Systeme, et d'une rotation autour d'un 
axe fixe passant par un point quelconque. Les formules (a) donnent les 
variations des ooordonn^ sous la forme la plus simple; ei dans ee cas 
Taxe de rotation passe par Torigine. Mais il n'est pas diffioile d'exprimer 
les memes variations de maniere que la rotation virtuelle se fasse autour 
d'un axe passant par un point diflH^ent de l^origine des ooordonn^. 

En effet, soient a, ß, 7 les coordonn^ d^un point diStermin^ du 
Systeme. En y transportant rorigine d^ coordonn^, soient ^> i)f ^ le» 
Bouvelles coordonndes d'un poiut quelconque, respectivement paralleles 
aux coordonnees primitives Xy y^ z. Les fomuilea (a) donnent d^abord 

(Ä) ^ ^ß = V + y 9x—a *«, 
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ee qui fait oonnidtre le d^placement virtael du point {d, ßy y\ En sub« 
stituant eosuite dans lea mSmes formules^ ^ + ^^ ß + ^i Y + C> ^^ ^^^^ ^^ 
Xf Yf z; on aura 

En examinaiit lea derni^es formules on voit que le monvement 
virtuel du corps solide se coinpoBe d'une tranalatlon commune 

^gale au d^placement total du point (o^ß^y)» et d'une rotation $s autour 

d'un axe parallele ä la droite s^ et passant par le point (a^ß^y)« 

loi se pr^ente naturellement la question de savoir sll existe on 
ou plosieun points par rapport auxquels Taxe de rotation coincide aveo 
la droite qui indique la direction du mouTement de tran&Iation« II faut 
pour oela que Ton puisse d^terminer lea coordonn^ o» ß, y» de mani^ 
ä aatisfaire aux troia ^quattoas 

Sa ,9sp ^/^_ ■ '^ ^y j. '* 

75=^57* ^"^Jl' ^'^^JI' 

00 bien h deux queloonquea des ^quations suivantea qui a'en d^uisent, 

a^""57' ^~*i' ^"^Jl^ 

En ^gard «nx formules (£)) on aura au lieu des demidres ^qoiH 
tions^ odles^cix 

iix'+ßSz---y$})^z= {Szf + a^X--^ßSx)Sx^ 

(Sy'+yix-^a^z)Sz = (j^zf ^aSy^ßSxjSy. 
Les Taleurs des coordonn^ea a» ß, 7» qui satisfont & ehacune de 
ces ^ationsy appartiranent '2i un plan; mais ä oause que les trois ^ua* 
tions n'en fönt que deux distinctes^ il est obir que les trois plana doirent 
passer par la meme droite laquelle aera par cons^quent le lieu de Taxe 
de rotation chereh^. En ^liminant ß entre la premiere et la troisieme 
^quation^ et a entre la premiere et la seeonde, on aura les equations des 
Protections de Taxe sur les plana des x^ x^ et des y^ z. Ces ^qoa« 
tions sont 
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^ "" ^ 9k Sz^iSx^-^Sy^ + dk*) 

Ainsi, eonnaissant Its variations arbitraires ^s^^ l^y\ iz\ Sx^ Sy^ ^z, 
fui servent a difinir le mouvement virtuel d^ün corps solide^ an pourra 
toujours diterminerf au moyen des dernieres ^^uationSf la position d^une 
droite fixt dt sorte fue le corps solide^ en tournant infiniment peu au* 
tour de cette droite u la moniere d'une vis dans son icrou^ parviendra 
ä so nouvellc positio/L 

D'apr^ tout oe qui pr^cede^ rien iie sercdt plus ftidle que de troii« 
Ter le pas de cette Tis fictiTe^ et le semi suivant lequel doit tourner 
son h^lioe« 

Nous fioirons en faisant remarquer qne las formules (b) donneot^ 
lorsqu'on y suppose Sa =s 0, iß =0^ ^7 = 0, oeite ^uation de condition 

Sa/Sx+Sy$y^Sz'$z = 0. 
n^oessaire pour que le d^placement Tirtue! d'un corps solide puisse se r^ 
duire ik une seule rotation« En admettant que cette ^quation soit satis« 
fiote^ les formules {b) s'accordent aveo les pr^c^entes pour donner 

cz oz 
n 9y 9x' 

9z ox 
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39. 

Die loxodromische Linie und ihr merkwürdiger Zu- 
sammenhang mit der sphärischen Ketlenlinie« 

(Von Herrn rrof. Dr. C« Gudermann io Ifiinftier«) 



1. 

JLlie sphärische Kettenlinie wurde io meiner joogst erschienenen 
,)Grundrib der analytischen Sphärik^'' welche in^ Nachfolgenden einfach 
durch: ^^A. Spbar." citirt werden wird, deswegen als ein Beispiel gebraucht^ 
weit sie so einfeche Eigenschaften besitzt^ und sowohl die Rectifieation ata 
auch dib Quadratur in geschlossenen AusdrScken zuliifst« Spater (and 
rich^ dafs diese Curve mit der sogenannten loxodrcmiischen Linie ^ d« b. 
mit der logarithmischen Spirale auf der Obei^Sche der Kugel^ auf eine 
bemerkenswerthe Weise zusammenhangt^ wovon jetzt gehandelt werden 
wird. Es sei (Taf. T. Fig. 4.) der Punct Q das sphärische Centrum 
(der Pol) des als Abscissenlinie dienenden Haupthreises VPff^üRy worauf 
V der Anfaogspunct sein mag; die Curve AMv sei die sphärische Ketten» 
linie, A sei ihr Scheitel und QAV also der durch ihn gehende Meridian; 
der Parameter sei VA := a. Ist dann QMf ein durch einen anderen Punct 
M der Kettenlinie gehender Meridian, so sind VPz=ix die Ahsdsse und 
PM SS X die zugehörige senkrechte Applioate des Punctes My und die 
Gleichung der Kettenlinie ist dann: 

tang z = tang a . (Sotf (x cot ä). 
Setzt man zur Vereinfachung (wie in A. Sphür. $«44.) tangossa, also 

1 et 

^Mo =s Y'iiJLa') ™^ »'"^ == 77iqrj?)> ^ »•' *® Gleichung: 

l^um besseren Verständnisse des Nachfolgenden erwähnen wir hier einer 
Eigenschaft der Kettenlinie, deren Beweis sich in A« Sphär« $• 45. findet. 
Legt man nemlich durch den Punct M derselben die Berührungslinie SMy 
und wird von P darauf ein Loth PS gefallt, so ist dieses Loth, wie bei 
der ebenen Kettenlinie, immer von gleicher Lange, nemlich dem Para- 
meter VA gleich; femer ist das Stück MS der Tangente immer dem 
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ztsgehKrigen Bogen MJ der Kettenlinie gleich. Man kann sich also die 
Tangente SM als vom Bogen y^M abgewickelt vorstelleni wobei also au- 
Hingltch P auf F und S auf jf befindlich gedacht w«f*den mufs. 

2. 

Wenn man nun vom Pole Q aus einen Meridian QR so zieht, dafs er 
auf dem Meridiane des Punctes M (auf QP) senkrecht steht, und also PA 
ein Quadrant ist, so wird die Tangente SM von QR in einem Puncto IV 
geschnitten, dessen Abscisse ^A r= ar^ = jr -f- 9(y ist, und dessen senk- 
rechte Applicate RIV = u gesucdit werden soll. Ist FJ^ ein Quadrant, 
so kann auch ^ zum Anfangspnnote genommen werden, und die Abscisse 
fjFR^J ist dann von der Art, dais x'±9 ar4-9(y= 90° + ^ und ^Aao 
t = x ht. Die Gleichung der Tangente SM IV ht (A. SphSr. #^24.): 

tanf 5' = tapgz,cos(x-;rO~g^> ^^^^^ % 

und weil ki Bezug auf den PunctTV die Applicate z'^ss.u und :r^aB9CI^4'^ 
s=:9(y+^'«*> so hat man co8(a? — jt^s^O und wx{x — jpOaa-— Ij aha ist 

tan 1/ s« ^* * 

Weil weiter g^ == ""^^ *•* (^* Sp^«""» f • **0^ «^ ™t «0^^ 

tanei/ sss — .^ — »ina j ^^ einfacher costtss^^^^. Weil aber der 

^ 8ina.co8x ' taogz 

MM 

Gleichung der Kettenlinie gemals taogs tss tanga • ^o<— ist, und auch 
xsatp so hat man die einfache. Gleichung: 

cos M. Sog— = !• 

a 

Auf diesen Zusammenhang zwischen den beiden 9f rctrtf u und — passen aber 

die in meiner Theorie der Potenanal- oder cykliseh - hyperbolischen Func- 
tionen (im VIten Bande, 2ten Hefte S. 105 dieses Journafa) aufgestellten 
Fundamentalformaln, welchen gemSils ist: 

t/ = / — , oder umgekehrt t =^ct.ftu» 

3. 

Die so eben erhaltenen Gleichungen gehören einer zweiten Curvo 

an, welche der Ort des Punctes IV ist, und welche durch den neuen An« 

fongspunct ^ geht; denn der Punot IV hängt vermöge des an Q recht« 

winkligen Dreiecks MQIV mit dem Puncto M, der sich in der Kettenliuie 



M 
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bewegt^ zusamiMiii und bidwt gleidbzeit^ mit ibni seine Lage. Zu An« 
fange, ab sidi noeh 3 in J befand, lag P auf F^ und 2V (also auob R) 

lag anf ^« Daaadbe zeigt die Gleichung u as / — ; denn ihr geniafi iit 

fiir / = auch u ssO. Aber aus dieser Gleiohnng lassen sich alle nbngen 
Eigenschaften der neuen Curre herleiten ^ und wir werden bald sehen^ 
dab sie die in der Nautik sogenannte ioxodromische Linie ist« Die Glei* 



ehung II BS / — setzt uns zunächst in den Stand, zu jeder Abscuse ^l 

die zugehörige senkrechte Applicate RNzsu auf eine einfiK^be Weise, 
imttelst der von dem Verfasser beredineten Tabellen der LBngezidilen, 
welche der Theorie der Pot^azial • Functionen beigefügt sind, zu finden« 
Setzt man — / für /, so geht u über in <*—£/, und es gehören also zu 
gldch grofisen und entgegengesetzten Abscissen auch gleich grolse und ent« 
gegengesetzte Applicaten ; wenn t wuchst, nimmt auch u immer zu ; aber 
das Wachsen von u ist ein immer mehr und mehr verzögertes: unmer 
ist u klemer ab ein Quadrant ; denn nur wenn / unendlich grofs ist^ und 
der Punct R also unzählige Dndiiufe auf der Abscisseulinie WRVW" zu- 
rückgelegt hat, hat u die Grolse eines Quadranten des Meridianes. IMher 
legt sidi denn £e loxodromische Linie, eben so wie die sphSrische Kefc- 
tenlinie selbst, in zahllosen Gewinden, welche dem Pole Q immer nBher 
kommen, um die Kugel ; nur findet dabei der Untersdiied Statt, dafii sieh 
die Kettenlinie ganz auf der einen Halbkugel befindet, wShrend die hno» 
dromische Linie beide Halbkugeln gletchmiÜsig umsoUing^ und den Aequa* 
tor in ^ schneidet, wobei sie gerade von der einen Halbkugel zu der 
andern übergeht« Die sich zunächst auf ttnander folgenden Gewinde koBH 
men sich fSemer immer nSher, je weiter sie von dem Aequator WKFW^ 
entfinmt, oder seinen beiden Polen naher sind} diese Pole sdbst aber w^ 
reichen sie nicbt, sie sind gleichsam die Asymptoten der loxodromischen 
Linie. Wenn der Parameter a s^ 90^, also a ss ^ ist, so verwandelt sieb 
diese loxodromische Linie in den Ae(|ttator seihet« 

4« 

Legt man durch den Punct N der loxodromiBeben Linie eine Tan* 
gente NU an die Curve, und wird der Winkel RIVU mit K bezefehne^ so 

ist (nadi A« SphSr« §. 24.) tang\ = ^«oos2^« Differenziirt man aber die 
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Gieioliimg /•»«•£«» Mist d/ie-— -? undabo taDgAaesasstango, wor- 

dm h« die loxodromiBohs Linie edmeidet alle roo 9 dus gezogenen Meridiane 
unter einem constanten Winkel Xj und hierin besteht die längst bekannte 
Fundamental -Eigenschaft dieser Curve« Dafs ue aber vermöge des um 
Q drehbaren rechten Winkeb MQIV mit der ipbSrischen Kettenlinie zu* 
sammenhSngt, und dals jener constante Winkel \ gerade den Parameter a 
aum Maabe hat, scheint nicht bekannt gewesen zu sein* 

Wenn man umgd(ehrt die Gleichung — — = Taü^ integrirt, so er- 
hSlt man £i/ss — -|-C^ worin C dne Constante bedeutet^ und also um« 

Ist nun a ss 90^^ also a «s ^; so hat man u^s^C ; d. h. die loxodromische 
Linie ist in diesem Faü iiberiiaupt ein ParaUelkreis^ wdeher den Punct Q 
zu s^nem Pole hat« 

Die Subtangente ÜB^ findet sich nach der Formel tang ÜR ss tmg h.wimUj 
und es ist also: 

tang£^A s= (i.%\nu a= aaSang-^, 
wenn die Constante C7s=ru gesetzt wirda 

Überaus ein&ch ist die Reotification der loxodron^hen Linie. 
Wird nemlich der Bogen ^-/V = s gesetzt, so ist (nach k. Sphar. $. 24.) 
di/=:d^.cosX, und hieraus folgt auf der Stelle 

^cosa s== u oder ^ = 



coaa* 



Werden also die Bogen u und s zu geraden Linien ausgestreckt , und 
wird ein rechtwinkliges ebenes Drdeck construirt, dessen eine Kathete 
die gerade Linie = u ist , und mit der Hypothenuse den Winkel Ä = c 
einschlielst I so hat die Hypothenuse die gesuchte Länge =:.v. 

Daher ist die Liiuge der ganzen loxodronusohen Linie vom Pole Q 
bis zu seinem Gegenpole =s-^f wenn der Radius der Kugel als Einheit 
dient, und unter or die Ludoiphische Zahl verstanden wird. 

Grelles Journal dL M. Bd. XI. Hft.4* ^'^ 
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Wenn man die FIScbe XTJVR mit/ bezeichnet^ so int d/s= ninu.dt 
( A« Sphtbr. §. 3S.)j und en ist also im vorliegenden Falle /= a ./tangi/ • d u^ 

oder aiioh / ss alos • Will man / durdi / ausdriicken, so ist 

*• cos tt "^ 

/salog^otf— • In diesen Formeln^ welche noch mit dem Quadrate des 

Kugelradius zu mulüpKoiren sind^ sind die geforderten Logarithmen na- 
türliche. Auch mub man nicht unbeachtet lassen» dafs» wenn ^ >> 2 or an- 
genommen wird, die durch die aufgestellten Formeln bestimmten FUidien- 
grolsen zum Theil übereinander liegen« 

0. 
Die (in A. SphÜr. $• 31. aufgestellten) allgemeinen Formeln geben 
zur Bestimmung des Krummungs-Halbmessers für d«i Punct IV^ der mit 
^ bezeichnet sdn mag, den ein£M)hen Ausdruck: 

Wenn man nun aber auf der Tangente ZZ/V die Normale Nr errichtet, 
und auf diese das Loth Rr fallt, so ist tangiVrsstanga»sinA, und also 
tang^= cotiVr, oder auch: 

Man findet aber leicht, dals der Punct M selbst der Mittelpnnct des Krinn- 

mungskreises ist, und dals also Mr^=^ 9(f oder auch 

q= MIV 
ist. 

Daher ist denn enalich die Kettenlinie MMv die Evo- 
lute der loxodromischen Linie JFNw^ und es ist also der Zusam- 
menhang zwischen den beiden Curven auf zwei yerachiedene Wei- 
sen aüiE(gedriickt worden« 

Zu demselben Resultate fuhrt die Anwendung der in der A. Sphar« 
aufgestellten allgemeinen, auf die Ermittelung der Evoluten gerichteten 
Formeln. 
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40- 

Beweis des Lehrsatzes des Herrn Steiner (im 2ten 
Bande S- 192. No. 34. dieses Journals.) 

(Von Herrn Th. Cfausen zu Aloncheo.) 



!• „ £i8 liegen in dem Umfange eines Kegelschnittes, dessen halber Para- 
meter /»^ ExcentricitSt ^ ist 9 die Mittelpunete einer beliebigen Anzahl Kugeln 

ff 9 ff^9 S'* ^^^M ^^ ^^ ^''^^ ^^'^ ^^'^ Brennpuncte des Kegelschnittes 
mit dem Halbmesser ^ beschriebene Kugel G berühren; ob, und wenn 
es möglich ist , dafs eine andere Kugel G^ alle jene Kugeln berührt : die 
Coordinaten des Mittelpunctes dieser Kugel zu finden«'' 

Zieht man ron dem Brennpuncte des Kegehebnittes eine Grade 
r, die mit der Absidenlinie den Winkel (p bildet, bis zum Umfange des 

Kegelschnittes, so ist 

P 

— 4 I f 

l + ecosy' 

Der Halbmesser der Kugel, deren Mitteipunct der Durchschnittspunct jener 
Graden mit dem Kegelschnitte ist, und die die Kugel G berührt, ist also: 

. P . 

und die Coerdinaten des Mittelpuncts, auf die Absidenlluia bezogen: 

p cos(]p ^ paio^ 
l-(-«cosy' l-|-ecosqp' 

Es sein die Halbmesser der Kugel G\ R um die Coordinaten des Mittelpuncts 
so hat man, wenn diese beiden letztern Kugeln sich berühren, die Gleichung: 

oder 

(a-^^ae — ;?)cos(p)^-|-(* + *^oosip— ;>sin(p)- + c'(l+ecos(p)' 

= [ß-.^+;i + (Ä~^)ccos<J^P, 

oder endlich: 

= o' + A' + c'— 2/»(Ä— f)~(Ä-f)' 

— 7bptin<p — 2bepaia<poo%<P 

52* 
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Dtete Gleiqhuog mafii nun^ wenn die Kugel 6^ aOe jene Kugeln ^i f* ete» 
berühren soll^ für jeden Werth von <p gelten. Es mibeen abo das tob 
<P unid>häDgige Glied nnd die Goeffictenten von mnCpy oosi^^ ^^ooa^^ 
und 006 <p% jedes fSr sioh^ versdiwinden« Die awei CoefifidenieB gd>en so« 
g)Mdi blos eine enudge Gleiobung 

b wmO; 
das Ton ^ unabhängige Glied giebt 

a^ + 4^ + c* = (Ä-57 + 2,i(Ä-f); 
und der Coefifioient von oosiP^ naoh Substitution dieses Wwtfiet: 

wodureh zugleich der Coeffioient Ton oos(p^ verschwindet« Es ist dso 
möglich 9 dals die Kugel G^ alle jene Kugeln ^^ g^^, g^' etc. berührt; 
und der Mittelpunct derselben liegt, da & &= ist, in einer auf der Ebene 
des Kegelschnitts senkrechten Ebene, in der zugleich die Absidenlinie des 
Kegelschnitts liegt 

Substituirt nMin den Werth von R — ^ in das Ton <p unabhängige 
Glied, so erhält man die Gleichung der Curre, in der die Mittelpuncte 

aller & liegen, 

(1— e')a'— »£.a + c» = 0, 

welches die Gleichung eines zweiten Kegelschnitts ist, dessen Scheitel im 
Brenopuncte des ersten liegt, und deren Absidenlinien zusammen fallen« 
Denn es seien, die halben Parameter und die Excentricitüt dieses Kegel- 
schnittes p\ e^: so ist die Gleichung , auf die Absidenlinie und den Schei» 

tel bezogen: (l_e^O^/ar' + 2/>'^'+/y = 0. 

Es ist abo 

Bttde stdien also in reciproker Yerbindimg, da eben so 

^ = ±,- ^ = £list. 

Die Kugel in der Reihe gy g'j g" etc.^ die der Kugel G yom Halbmesser 
^ entspricht, ist die, deren Mittelpunct in der Absidenlinie liegt, dessen 
Halbmesser s= j^^ — f ^== f^« ^ findet also eben so in Beziehung auf die 
Halbmesser dieser beiden Kugeln ReciprocitSt Statt, da 

^^^ 1+e l+r'* 
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2. Legt man die Kugeln ffy g\ g*' etc. so^ dals jede die vorher- 
gehende berührt, bis zur n^\ ten, die mit der ersten zuBammenfällt, naoh-* 
dem der Umkreis t/mal durchlaufen ist: so hat man (siehe 6, Band 
p. 89# d. Journ.) : 

\ n i pp 

Legt man eben so eine Reihe in dem zweiten Kegelschnitte, wo n^ und u' 
dieselbe Bedeutung haben, so ist eben so: 

Es ist abo 

2ii«_^^ , .v^ . 2tt^ 



wo m eine ganze Zahl bedeutet« Da die eine der Zdilen — zunimmt, 



u 
n 

wenn die andere abnimmt, und umgekehrt, so gilt das untere Zeichen; 
folglich ist: 

Um die Zahl m zu bestimmen, sei es: 1, ^ = ^' = ^^ j folglich (p. 90» 

a« a* 0.): 

cos(-^)saBO; also — = |; oder |; oder 4 etc. 

— ist in diesem Fall aber grober als 2, wie leicht zu zeigen ist, also 
kann nur — = ^ = 1 Statt finden, und also endlich : 

Demnach sind auch beide Reihen zu gleicher Zeit commensurabel« 
Im März 1832. 
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41. 

Beitrag zur Theorie der krummen Linien dritter 

Ordnung. 

(Von Hemi Th. Claueen zu MSiich«!.) 



1. Die zweite Classe in der von Euler (EioU in die AnaljrM d« Un« 
endlichen 2« Band 9. Cap« $• 225. ) gegebenen Eintbeilung der krummen 
Linien dritter Ordnung enthalt den Fall, wenn die drei einfmhen Factoren 
des höchsten Gliedes in der allgemeinen Gleichung der Curva reel und 
ungleich sind« Für diesen Fall lälst sich ako die Gleichung folgender* 
mafsen darstellen: 

Es seien die Gleichungen fSr die drei Asymptoten aar-f^ß^ + V» 
a'jr + i3'7 + 7'> a^jp + ß^'y + y'- *^ i** ^"^ emcitk unendlich entfemteo 
Punct auf dem zur ersten Asymptote gehörigen Scheukel| aj?-|~ß/ = "^7» 
und für die andern Factoren xsszbry jr = — ar^ wo rsoo ist. Diese 
Werthe in die Gleichung substituirt| geben 

= — y(a'ß— ß'a)(a"ß— i3"a) + aßß— 26aß + cace, 
folglich wird: 

^_ aßß'^2bßa'\'caa 
^ ~ {a'ß—ß'a){a"ß^ß"ay 

und eben so: ^ ^ aß'ß'--2bß'a^'[^cu^a^ ^ 

^ ■" («// ß» ^ ß" a') {aß'—ßa'Y 

., ^ aß'*ß'*^2hß"a'''\'oa"a'' 

^ ~ (a /J" — /Ja'0\a' ß^' — ß'o.*') * 

Da angenommenermafsen keine zwei der drei Groben -^^ -^, ^ sich 

gleich sind, so sind diese Werthe alle endlich« Multiplieirt man die drei 
Asymptoten- Gleichungen, die ich der Kurze halber mit £i ssO, L^ = 0^ 
Zi'^s bezeichne, so erhält man: 

L.L'.L'' = (aÄr + ßy)(a'ar + ß7)(a''jr + ß''y) + ajrjr + 2Äar/ + c>'y 
Die Gleichung für die Curve läfst sich also auch so darstellen: 
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Eti sind hier erstlich zwei FüUe m6glich: wenn d — i/^ = und e — e^ szO; 
und wenn diese beiden Gleichungen nicht Statt finden. 

Im ersten Falle kann / — f^ nicht = sein^ da sonst die Gleichung 
blos ein System dreier Graden enthielte. Es sei also / — /' s= a\ dann ist 

A: = = Z/.L'.L" + a. 
Der Werth von L ist für jeden beliebigen Punct der Ebene dam von die- 
sem Punote auf die Asjmptote in eine Constante multiplicirten Lethe gleich. 
Für alle Puncte auf dem Umfange der Curve ist daher, da in allen die- 
sen Puncteo iTssO: 

Das Product der von einem Punote der Curre auf die 
drei Asymptoten gefällten Senkrechten einer constanten 
Gröfse gleich. 

Die Curye schneidet keine der Asymptoten. Denn da 
in dem Durcbscbnittspuncte iTss und Lss wfire, so hatte man sc a^ = 
«ner Constante , die nicht =sO werden kann. 

FSr einen unendlich entfernten Punct auf dem ersten Zweige der 
Ifyperbel ist, vrenn man die Entfernung vom AiiEfiNAgspuncte der Coordi- 
n^en t setzt, L^=rm/cos/x^^, L,'^ ss nt cos /i*^ sehr nahe^ wo /tt^und t^'^ 
die Winkel, die die Asymptoten mit der ersten bilden, bedeuten; man hat also: 



mit co$ fi' eoBfi" tt ' 

wekhes mit der fünften Art von Euler §. 227. übereinstimmt» 
Im sw^ten Falle sei 

Es ist alsa^ 

Die Grade L^^^ kann mit keiner der drrt Asymptoten susammenlallep, 
da sonst die Crl^chuog das SyMem einer Graden und ei&er Gleidiung vom 
zweiten Grade enthielte« 

Die €rrade2j^'^ schneidet im Allgemeinen die drei Asymptoten, und 
es erhellet sogleich, dafs in den Durchschnittfipiuicten auch JT =s 0, oder dab 

die Curve die drei Asymptoten auf den Graden L'^^ 

sohnoidet, 
welchen Satz Poneelet im 2ten Hefte dieses Bandes angefahrt hat. 

Das Product der von einem Puncto der Curve auf die 
drei Asymptoten gefüllten Senkrechten durch die anf die 
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durch dieDurchschnhtspnncte der Asymptoten mit derCurFe 
gelegte Grade diFidirt^ ist einer eoiistanten Gröfse gleiolh 
Ist die Grade L^^' keiner der Asymptoten paraiM: dann sind die 

drei Zweige von der Form L ^^^ jjiy welches nnt der Enler sehen 

dritten Art obereintriiK. Ist L'" mit einer der Asymptoten L parallel 
8s eL^-x^ so wird die Asymptote L nicht von L'" und also auch 
mdbt von der Curve gescbnitten» Der erste Zweig ist in linendlicber Ent- 

femung L ss jjr ; die beiden andern sind L^ sss ^^ welches mit der vier- 



ten Eulersohen Art 

Man kann also die drei Euler sdien Arten derCurven der dritten 
Ordnung mit drei divergirenden Asymptoten audi so ordnen: 

die dritte Art schneidet alle ihre drei Asymptoten^ 

die vierte Art schneidet awei ihrer Asymptoten^ 

£e fünfte Art sdineidet keine ihrer Asymptoten« 

2. Es seien aswei der Asymptoten parallel : dann ist die Gleidiung 
von der Form: 

und die Gleichang fSr die drei Asymptoten ctx^ ßy +^> ^^ ^ ^jr+fi^ 
(tt'a^+ßy-^y') auf den ersten heiden Zweigen ist in onendlicber Ent- 
fsmung ajr + ßy«— ^ oder — ^i; r^ßr^ yss^ar^ r«aao, alse: 

=5 y'(a'ß— ß'a)— y(a4— 4a) + ^ß— ^o* 
woraus die beiden Werthe ^ und 71 folgen. Es ist daher 

, aß— ha eß'—da 

aemnadi, wenn man die fildcbnogea dSeser beiden Atqmiptotai Ls=.Q, 
L-|-x=:0 setzt, 

für die dritte Asymptote ist a'«+ß'/«s-~f, »mt^'r; yss^^ain 
rsoo; iino 

Es sei die Gieicbung für die dritte Asjnipfeate L'sO: dann ist 
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und wenn man — —. — s, — 3^-70» r lo-i p, = ^ «etzt: 

(aß* — ßci) ßa — ^ß 

JT = = L.{L'\'x)V+F.L^e — Fg—G. 

Ist F nicht = 0^ so hat man 

AT = = L(L + »)i:i' + F,(/:i + xO, 

wo »^ nieht = oAev ss x sein kann; in diesem Falle durchschneidet 

die Curve die dritte Asymptate zugleich mit der Graden OssL-fx^ 

und 

das Product der von einem Puncte der Curve auf die 

drei Asymptoten gefällten Senkrechten, durch die auf die 
Grade, welehe mit den beiden Asymptoten parallel durch 
den Durchschufttspunct der Curve und dritten Asymptote 
gezogen wird, gefüllte Senkrechte dividirt, ist constant. 
Ist Fss, 0, so hat man 

ÜT « = L(L +%)!.' + //. 
In diesem Falte werden keine der Asymptoten von der Curve geschnit- 
ten, und derselbe Satz, der fiir die Eulersche fünfte Art gilt^ ist hier 
auch gültig; dafs nemlich 

die Perpendikel auf die drei Asymptoten ein constantes 

Product geben. 
Diese letztere Art ist mit der eilften Euler sehen, wie die kurz vor- 
hergebende mit der zahnten, identisch. 
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Errata 

pour le No. 7. de la Note de Mr« Liouville sur la delermitialion des 
inlegraks de valenr altfebrique, ios^ree daos le Tome X. de ce Journal^ 

4^ '"^ cabier. 



Au Heu de ces mots qid commencent le No» 7. : A la seule inspeciion de T^ga« 
lite, ä faut Ure: En excluanl le cas particuUer oik le degre du polyooma T est ua 
multiple exnct de /i, tel que a/i^ ei k la seule inspection de Tegalit^. 

Quelques lignes plus loin, dans ce mime No. 7., aprh les mots: les deux ter« 
gne^ de ces sinnet doirenl ötre les mömes de part et d^aotfe» ajouter ce qui suä: Ge 
raisoDuement et la condusion cju^on eu tire poonraient se trouver ea defaut, si le 
degti de T jialt un nombre de la forme a/», et si ea meme temps celui de d ayail 
o pour valeur; par oü roo compreud que le degr^ du polynome ne peut £tre qua 
Fun des deux: nombres n — 1 ou a donl il suiUt ^videmment d'essayer le plus cboai* 
derable, et dont le second ne peut Stre adopte qu'autaot qu'il est eotier. La marcbe 
du calcui ^tant la miiuey quelque soit le degre de 0^ aoas le supposerons partout dgal 
a n-— 1 dans ce No. et dans le No. 8. 
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Druckfehler 

iu der Abhandlung des Herrn Dr. Stern: ^, Theorie der Kettenbrüche 

und ihre Anwendung«" 



lin zehnten Bande. 
Seite 2 Z. 10 t. u. statt 11 lies 1.1 

4 — 2 V. U^ St. ä^ I. Oro 

— 7 — 7 Y. O. St. amfO^ 1. am,« 

— 9 — 3 T. u. St. oder da I. oder, da 

— 10 - 7 T. o. .1. -(-3^) L -(-J-) 

-^ — ,Anmerk. 1. überall 2r st. 27 
-^ 11 Z. 9 Y. o. St. (L) 1. (§.3.) 

— 12 — 1 Y. o. St. a, , Om = 1. a, Om-l 

«— «— — 27 Y. o* St. a, ai..m i* o, am/^i 
T- 13—23 Y, o. St. ai,mm 1- «/,«» 

— 14 — 3 Y. o. St. *m+^ I. bm^ 

— — ~ 12 Y. o. St. a«4c I. Om^t, 
— ^ — — — • - St. bm+i h *m-i 

— 15 -^ 6 Y. n. St. a, «m-i-i i* «» am-f » 
•^ 16 ** 1 Y. o. St. bi^g 1. i|^ 

_ 19 Y, 0, St. ...287 L ...2587 

^ 20 Y» o. St. 9 L 9 

— — — 23 Y* o. St. > !• > 

— 18 — 10 Y. o. St. also F(a, aiH^Ot to 1. aJso F(o, ««-.«) grofser als — , so 

— 19 ~ 10 Y. o. st y^P(a,a„) l <^F{a,a^) 

— — — 10 Y. o. St. a, am I. F{o, «m) 

_ 30 Y. o. St. b.^ l ^ 

<— 20 —* 3 Y* a» st gerade oder ungerade I. ungerade oder gerade 

— 156 — 15 Y. o. St. fcm+i I. fcw+1 
~ 159 — 4 Y. o. St. Z, 1. Z« 

— 160 -— 6 Y. O. st öm+i , a4m-.i I. Otm+i , a^n-^x 

— 161 — 8 Y. O. St. Orm+l • a(r+a)»i-a '• «rm+i » «(fl-Ofii-l 

— — — 11 Y. o. St a,am^\ t «i^am-.! 

— — 12 Y. O. st arm—1 '. «rifi-K 

-^ ~ — 14 Y* o. St. (7) J. (8) 
^ .^ ~ 23 V. o. st C t B 

— — — 27 Y. O. st Qm^, a, I. ffm^^«t 

— — 29 Y. O. St +^i.Om^,«| !• —*t •««-«, «t 

— 164 — 16 Y. o. st — • L ^ 

— 242 — 12 V. o. St. F{a,,a^) I. F{a, a^) 

— - 243 — 12 Y. o. müssen die Worte: YrelcherBruch....isty gestrichen werden. 
— 13 Y. ü. St. (l+ar>-« 1. {i+x,-^ 

— 244 — 7 Y. o. st —m'+3n+{m + 2n) L - rm + 3ii}-f (in+2ii) 
19 T. o. st ,Z^ I. ^r. 

— — — — - ^ st 71 — ml. r^-^m 

20 t. 0. »t. jj:, I. ,:;. 
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S.245 Z. 6 ▼. u. «t, jP(tf, +a::a, •...) I. F(r?, -}-x: «r, ....) 
^ 247 — 14 T. u. 8t. vx » — l. 



— 249 — 4 V. ü. 8t. — r= I. 

— 260 *- 1 y. o« 8t* Arbeit I« Entwickelung 

— 262 — 11 V. o. 8t. c+Sm.c-f 2m— l 1. c+2m.c + 2m+l 
— 6 T, n. 8t. ftangV« I. |tang^.< 

_ 263 — t4 ▼. o. 8t. (<f, Ä, c, a?) I. <f (o, ft, r, rr) 

— 21 ▼. o. 8l. flp(a4-l, & — Ijc, x)=0 I. ssl 

2.2 , 1.2 

— 205 — 2 V. O. 8t. Zi—r- I. i-a 

1.5 l.o 

— 366 — 9 V. o. 8t. ^ 1. — 

Im elftes Bande. 

— 154 ... 6 ▼• u. 5t. die Wurzeln L xwei Wuneln 
_278 — 9 V. o. 8t. +1;2 I. +1;« 

— 280 — 22 V. o. 8t. X (a-n+r) /. X (^n+l) 

— — — 25 T. o. 8t. öarj;_|_^ 1. Sx^^^ 

— *"•••"■ -ä<g- ■• -ä^r 
-286- 4v.o..t.|£;=:|:i. ^^: 

^. 295 letzte Zeile 1. Bd. 9. S. 305. 

— 298 Z« 6 Y. o. 8t* 80 findet man au8 (C) 1 au8 (C'J 

— 302 — 12 y. u. 8t. «;?.«; 1. «;.«; 

— — — 11 V« u. 8t. ar-^^a^ 1. CTr-f-a« 

— 305 — 1 Q. Z. 2 y. o. nnd S. 170 Z. 1 y. o. st. g>{ct^ , a, , .... a^) l. y («^ , a^ , .... a^) 
•— 317 — 3 u. 4 y. o. sind die Puncte am Ende der Zeilen su streichen. 

— 322 — 7 y. o. 8t. b^(a,am — a^,o«.|)6\a,a«-i i. &(a,am— a^, am-i)— l'.a^am-, 

— 323 — 13 y. u. 8t. cc^—j I. ar^—y 

— 328 *— 6 y. n. ist das etc. zu streichen. 

— 331 — 4 y. o. st« die grofste Zahl L die grofste ganze Zahl 
-345 - 3 .. o. .t 2n(n-l)(n-2)x' ,^ '2ni.-i)in^2W 

2.6 2.0 

— 348 — 8 y. u. St. 4-|_j|— J+I etc. I. — 1+| — J-f.« etc. 
Zwei §. §. sind aus Versehen beide mit 116 bezeichnet. 

5« 199 sind die Worte: oder /^ ^./i — 4 bis milbin zu streichen, statt dessen 
lese man; nun ist l'\'P = a» D; wäre daher Dssia oder zszQa — 1, so 
miirste in jedem Falle jf»de der Gröfsen / und /| crofser als a-^2 sein, da 
keine derselben gro/'fter als a sein kann: ist aber D^2a— 1, und setzt man 
^=:ii*+OT, ß=s2a— (r + l>, seist 

IJ ssa^ + m — 4a + 2r4.2, 

•^'"'^ (a— 2)»asa»^4a4.4, 

mitfiio in jedem Falle. 

/t>«-2. 
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